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Vorwort. 



Die freundlidie Au&ahnie, welche meine Yor drei 
Jfthren erschienene „Theorie der Bewegung der Himmels- 
körper" erfuhr, und die Aufforderung Ton Seite der Ver- 
lagshandlung zur Bearbeitung einer neuen Auflage ermun- 
terten mich dieselbe durch eine Reihe von Arbeiten aus 
dem Gebiete der theoretischen Astronomie, mit welchen 
ich mich mehrere Jahre hindurch heschäftigt hatte^ zum 
▼erliegenden „Gmndriss'' zu erganzen. Uehrigens habe 
ich den unter dem oben erwähnten Titel erschienenen Thefl^ 
dessen Inhalt hauptsächlich in der Gauss'schen Bahn- 
bestimmung aus drei Orten und der Olbers clien Metbode 
besteht^ durch weitläufigere Ausführung der Zwischeu- 
rechnungen, Erläuterung einzelner dunkler Stellen, Yer- 
mehning der Beispiele und Anmerknngm vollständig um- 
gearbeitet In den hinzugefügten Parthien ist die Gauss'sche 
Bahnbestimmung aus vier Orten, die Bahnbestinmiungen 
aus einer grösseren Reihe von Beobachtungen, die Berück- 
sichtigung der Correctionen und der Störungen und endlich 
die Gesdiichte der Planetentheorien gegeben. Die Aufnahme 
der Gauss'schen Bahnbestimmung ans vier Orten konnte 
um so leichter geschehen, da ich bereits in meiner Th. d. B. 
die Bahnbeetunmnng aus drei Orten nach* dieser Methode 
umgeformt hatte. Die Berechnung der speciellen Störungen 
nach Encke dürfte auch in nicht astronomischen Kreisen, 
in welchen sie vielleicht wenig ))ekannt sein dürfte, Beach- 
tung finden. Hinsichtlich dcär Geschichte der Planetentheorien 
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habe ich mir zum Zweck gesetzt, die leider so wenig be- 
kannte Entdeckungsgeschidite der Keppler^schen Gesetze 
weiteren Kreisen zugänglich zu machen und in das Studium 

der Keppler'schen Werke, welclievS gegen wUrti«^ durch die 
treffliche (lesammtuusj^abe von Chr. Frisch sclir erleichtert 
ist, einzufüliren. Für das Verständniss dieser Entdeckungs- 
geschichte ist jedoch auch die Darstellung der Theorien 
von Ptolemäus und Eopemikus unerlassHch. lieber die 
Würdigkeit der Aufnahme dieses Theils war ich nicht einen 
Moment im Zweifel; ich glaube sogar, dass diese Parthien 
dem' Interessantesten in der Geschichte der Wissenschaften 
anzureihen seien. 

Getreu der ursprünglichen Bestimmung meiner Th. d. B., 
dieses Buch Studierenden der mathematischen 'Physik zu 
widmen, habe ich Manches flElr den Fach-Astronomen In- 
teressante absichtlich unterdrückt. Solches kann leicht aus 
den Quellen oder Zeitschriften uachgeleseu werden. 

Die dem Inhalts -Verzeichnisse — dessen Bearbeitung 
ich Herrn Albert v. Ettingshausen, Assistent der Physik 
an der hiesigen UniversitÄt; verdanke — beigegebene Lite- 
ratur-Angabe bezieht sich nur auf die bei der Ausarbeitung 
dieses Buches benutzten Schriften. 

Bei der Correctur fknd ich überdies an den Herren 
Albert v. Ettingshausen und Johann Gerst die freund- 
lichste Unterstützung^ wofür ich ihnen meinen innigsten 
Dank ausspreche. 

Graz, im MUrz 1871. ' • 

J. Fxiaofaaiif. 
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Erster Thea 



Beziehungen zwischen den die Bewegungen der 
Himmelsköiper um die Soune bestimmenden 

Grössen. 



Erster Abschnitt. 

i3eziehungen hinsiolitlic]! eines einzelnen Or^ea in der Bahn. 

1. 

Betrachtet laan die Planeten als mathematische Puncto 
und berücksichtiget man bloss die Anziehung der Sonne, 
so geschieht die Bewegimg derselben nach folgenden Ge- 
setzen: 

I. Die Planeten bewegen sich in Ellipsen^ in deren 
einem (gemeinsamen) Brcunpuncte sich der Mittel- 
pnnct der Sonne befindet. 
IL Die von der Sonne nach dem Planeten gesogene 
Gerade überstreicht der Zeit proportionale Blfichen« . 
ni. Die Würfel der grossen Axen zweier Planeten ver- 
halten sich wie die Quadrate ihrer Umlaufszeiten. 
Diese Gesetze sind von Keppler (geb. 1571, gest. 1630) 
gefunden worden. 

Berücksichtigt man die Anziehung des Planeten auf > 
die Sonne y so ist der Würfel der grossen Axe dem Produote 



2 



aus dem Quadrate der Umlaufszeit mit der Summe der 
Massen der Sonne und des Planeten proportional. 

Es stelle die Ellipse der Figur 

(Fig. 1) die Bahn eines Piiiiiet<'u vor, 
im BrcnnpuDCte S sei die JSonnc. 
Ui AP die grosse Axe der Ellipse, 
so ist der dem Brennpunct^ S näher 
liegende Punct P zugleich derjenige 
Punet der Ijalm, in welchem der Planet der Sonne am 
nächsten kommt; der Punct P wird daher das Perihelium 
oder die Sonnennfthe genannt. Im anderen Endpuncte i4 
ist der Planet von der Sonne am weitesten entfernt; der Punot 
.4 wird daher das A p h e I i um oder die Sonnenferne genannt. 
Beide Puncte heisst man A p s id oii , und die Grade ./ sobald 
nur ihre Lac^e bcrücksiclitiget wird, die Apsidenlinie. 

Ist 0 der Mittelpunkt der Ellipse, AO^i^OP^a die 
halbe grosse Axe, OS^ae, so heisst e die Excentri- 
citftt. Die kleinste Entfernung des Planeten von der 
Sonne ist daher SP= OP — OS = a {\ — c), die grösste 
SA = OA SO = a (1 + t'), daher die mittlere = a = 
der halben grossen Axe. In der mittleren Entfernung be- 
findet sich der Planet, wenn er durch d^n einen oder den 
anderen Endpunct det klanen Axe geht. 

Befindet sich der Planet im Puncte L seiner Bahn, so ' 
heisst die Gerade SL = r der Radius Vector, und der 
Winkel PSL = v die wahre Anomalie des Planeten. 
Dieser Winkel wird vom Perihelium im Sinne -der Bewe- 
gung des Planeten (in der Figur durch einen beigesetzten 
Pfeil ausgedrückt) von 0 bis 360» gezählt. Die beiden 
Grössen und v sind die Polarcuordinaten des Planeten 
in Bezug auf die Sonne als Anfangspunct (Pol) und die 
Apsidenlinie als Grundlinie (Axe). 
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2. 

Aus der wahren Anomalie v die Zeit t, in welcher sie 

vom Planeten beschrieben wird, zu finden. 

Ist U die Umlaufszeit des Planeten, so verhält sich / 
zu U wie der Sector PSL zur Fläche der ganzen Ellipse. 
Um das letzere Verhältniss zu berechnen, bedient man sich 
des sogenannten excentrischen Kreises, der in der Ebene 
der Ellipse über der grossen Axe AP als Durchmesser be- 
schrieben wird. Eine vom Puncte L auf die Gerade // /' 
gefällte Senkrechte LJ tretfe den Kreis in AT. Der Winkel 
POiC heisst die excentrische Anomalie und wird mit 
E bezdchnet. 

Nun ist SJ = DJ — OS, d. Ii. 

(1) /• cos V = a cos E — ae. 
Ans der Polargleichung der Ellipse 

1 4" « CO« V 

folgt, wenn man den Werth von r cos v aus (1) in diese 
Gleichung setzt, 

(2) r^a — ae cos E. 

Aus den Gleichungen (1) und {2) erhält mau durch 
Addition und Subtraction 

r (1 + cos v) « «(1 — T (1 + cos JE) 
r (1 — cos v) «(1 + (1 — cos E), 
Zieht man ans diesen Gleichungen die Quadratwurzel 
aus, so erhält man 

(3) cos ^ » « yä(jL — e)cos ^ E 

(4) ■ Yr sin J V = ya{l -f r) sin ^ E. 
Durch Division und Multiplication erhält man 

(5) tang i V == l/[±!'. tang i E 

(6) rnmv^a ^T^"^ sin i?. 
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Aus der Gleichung (6) folgt 

r sin f; : 0 sin d. i. LJ: KJ ^ yi — : 1 
d. h. die Ordinate in der Ellipse verhält sich zur Ordinate 
des excentribcheii KreibCb wie die kleine Ilalbaxe /' - 
a y\ — zur grossen a. Zieht man eine zweite (anendiich 
nahe) Ordinate , so findet dasselbe Verh&ltniss zwischen den 
dadurch bestimmten Trapezen statt, mithin erh&lt man, 
wenn die ganzen Flächen in Trapeze zerlegt werden 

PJL : PßK =^h: a = C : na', 
wo G die Fläche der Ellipse bedeutet. Ebenso ist, wenn 
S einen beliebigen Pnnct der Geraden AP bedeutet, das 
Verhftltnias der Dreiecke 

mithin das Verhältniss der Sectoren 

SPL'.SPK^G -.Ttd'^ 

daraus folgt 

ü'.i^G: SPL « «a« : SPK, 
Es ist aber SPK ^ OPK — OSK 

\ OP ' PK ^ OS ' J K ^ { a ' a E — \ ae » a WH E, 
also U: ( — 2 7t : E — e sin E] 

setzt man femer *^ f*' ^^'^ 

(7) iii^E — emnE, 

Die Grösse fi / = iJ/ heisst die mittlere Anomalie, 

die Grösse ist die mittlere Bewegung in. der Zeit- 
einheit. 

Aus V erhält man nach (ö) die excentrische Anomalie E 
und damit nach (7) die mittlere Anomalie M oder die Zeit L 

Ans dem Vorhcrgelienden ist ersichtlich, dass 
für / = 0, jy ^ A" = V = 0 ist. 

- ^ = ^(7^ A'==t = 180« - 

- 0< / < iU, M <E<v 

- U>{> iV,M> E>v ' ' 
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In der Gleichung (7) ist der Uülfswinkel ^in Theilen 

des Halbmessers auözudrücken, drückt man jedoch und 

eüaE im Gradmasse ausi so kann auch E in Graden bei- 
behalten werden*). 

Aus dem Verhältnisse der Fläche der Ellipse zur Fläche 

des Kreises » j/1 — e^: 1 folgt 

Der Ausdruck 7ra^ j/p : U stellt die in der Zeiteinheit 
vom Kadius Vectoi beschriebene FlächCi d. i. die Flächen- 
geschwindigkeit dar. 

Sind m, m' die Massen zweier Planeten^ die Masse der 
Sonne « 1 gesetzt , a, <£ ihre mittleren Entfernungen, Vy If 
ihre Umlaufszeiten; so ist micli dem verbesserten dritten 
keppler'schen Gesetze 

«» : fl'3 = (jt (1 -h «») ; U'^ (1 -i- 

es ist daher — — .-, also'auch — ^'A!--. für alle Plane - 

ten constant. Bezeichnet man mit k den Werth dieser Oon- 

stante^ so wird die Fiächengeschwindigkeit« yi-^ m ^p, 

die mittlere Bewegung fi^k y\ -j-m : a^. 

Die Grösse k heisst die Constante der (lieoria mo/us, 
Gauss bestimmt deren Werth aus der Bewegung der Erde. 
Als Einheit der Distanzen wird die mittlere Entfernung 
der Erde von der Sonne, ab Zeiteinheit der mittlere Sonnen- 
tag angenommen. Mit den Werthen 

U = 305.2563835, m = -^inViT) = 0.000002ölU2 
erhält man 

log k ^ 8^355814414 
k « 0.01720209895. 
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8. 

Die umgekehrte, unter dem Kamen des Kopple r'> 
sehen Problems berühmte Aufgabe, nämlich ,;aus der mitt- 
leren Anomalie die wahre und den Radius Vector zu fin- 
den/' kommt in der Anwendung weit häufiger vor. 

Zunächst ist die Gleichung E >^ M -\- e biü £ nach £ 
aufzulösen. Die Auflösung kann entweder durch Reihen 
oder indiroct durch Versuche bewerkstelligt werden. Man 

beginnt mit einem NiilieruugswertL £q und reclinet nun 

El M -\- e sin Eq 
E^^ Af + enm Ey 

tss M 4" sin 



so lange, bis man keine verschiedenen Werthe von E er- 
hält; als Eq kann man, wenn kein anderer Näherungsworth 
bekannt ist, M annehmen. Aus zwei Näherungswerthen 
kann man durch die regtUa faki einen genaueren Werth 
erhalten'). 

Beispiel. Es sei M = 332» 28' 32". 11 , c = 0.2451028, 
daher log e in Socundcn — 4.7037734. • 

Setzt man Eq « 33^, so erhält man 

= 325« 53', E., = 324" 36' 
= 324« 22' 26", A", = 324« 17' 42" 
£^ « 324» 16' 47", £^ 324« 16' 36" u. s. w. 
bis man schliesslich E — 324^ 16' 33".30 erhält. 

Nimmt man die rctjiUa fahi zu Hülfe, so erhält man 
aus a = 325« 53' a = 324« 36'. Setet man 

femer a' « 324«, so wird a ^ 324« 13 .5 ; 
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aus welchen Werthen man nach (2) erhält 

w = 324« 13'.5 + 3'.3 = 324» 16'.8, 

wclclif^r Werth, wie man ersieht, dem wahren Wcrthc von 
£ schon ziemlich nahe kommt 

Ist nun log a » 0.4223802, so erhält man nach (2) und 

(5) des Art. 2. 

log r = 0.3260215 , v = 315« 2' 0".76. 

Ebenso kann man aus den Gleichungen (1) und (6) oder 
(3) und (4) des Art. 2. die Grössen r mid v erhal^n. 

4. 

Die Kometen bewegen sich in Bahnen, die man in 
erster Annäherung als Parabeln betrachten kann. Der am 
Schlüsse von Art. 2. gefundene Ausdruck für die Flächen- 
geschwindigkeit gestattet eine Anwendung des zweiten und 
dritten keppler'schen Gesetzes auf die Bewegung eines Him- 
melskörpers in einer Parabel. 

Ist der Bogen PL ein Stück einer Parabel, so ist das 

Flächenstück JPL der Parabel = J 7/^. /Z. 

Die Polargleichung der Parabel ist 

1 -(- eoB V 8 OOS 4 1^ 

Die in der Zeit t vom Radius Voctor durchstrichenc 
Fläche SPL 

— ^ yV-\- m j/pi « Dreieck SJL + Fläche JPl 
Nun ist 

y X = r sin t; » p tang ^ v, SJ = r co& v ^ ^ (1— tang i v"^), 
JP ^SP— SJ = I tang i v\ 
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Setzt man ^ ^ g, so wt q die kleinste Entfernung des 
Kometen von der Sonne , und es wird 

(8) -^y ^J'^ / - tang i » + * tMig i 

Für die Kometen setzt man immer /» » 0. 
Multiplicirt man die Gleichung (8) mit 75 und setst 

^ = C, log C = y.9601277182, 

so gellt die Gleichung^ (8) über in 

(8*) * « 7ö tang i t; + 25 tang i v\ 

Die Grösse heisst mittlere tägliche Bewe- 

Q 

gung, die GrrÖsse -ji^M mittlere Anomalie des 

Kometen. Ans ( erhält man v und umgekehrt ans v die 
Zeit f. Die Barker'sche Tafel gibt für den Werth von v, 
welchen man für die Parabel in der R^el von 0 bis + 180® 
zählt; die Grösse M und umgekehrt. 

Beispiel. Für log 9 » 0.08469 erhält man 

log fft » 9.88309. 

Ist nun, wenn die Pcrihelzeit T = Mai P.t.ölTr) ist, 
für April 14.54694 desselben Jahres die wahre Anomalie 
zu berechnen, so ist r » — M.970Ö6 Tage^ und man 
erhält 

log n 1.37680 

und damit aus der Barker'schen Tafel 

t, = _ 34« 12' 52 " = ;^.25'» 47' 8". 
Aus V erhält man log r -= 0.12400. 
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Zweiter Abscliuiti. 
Beiddhimgen swis^hen mehrmn Orten In der Bahn. 

6. 

HüIfsBfttze: Bedeuten B, C drei beliebige Winkel, 
80 ist 

I. sin A sin {D — C)-\-%mß sin (6'— A) + sin C sin {A-D) = 0, 
II. cos^ sin (5 — 67) + cos ^sin ifi—A)-]^ cos 6' sin (A-B) =0, 
wie man durch Entwicklung von sin ~ 6) . . . unmittelbar 
findet. 

«. 

Es seien v; r\ v die Polarcoordinatcn zweier Orte 
eines Himmelskörpers in der Bahn, t die Zeit, welche der- 
selbe braucht, um vom ersten Ort zum zweiten zu gelangen; 
aus r, r', — v, t Elemente des Planeten in der Bahn 
zu bestimmen« 

I. Für die Ellipse. 
Aus den Glleiehungen 

j/r sin i V = (1 + e) sin J E 
yr cos =^ /a{l — c) cos ^ £ 
j/?fiiniv = f^a(l-f e) sin i E 

}/r cos iv' = /(t {l — e) cos J £' 

folgt 

^rr' sin ^ v cos ^t^ »aj/i — ^sin^--^ cos ^ ^ 

}/rr cos 4" f sin ^ « rt j/l — cos ^ E sin ^ iT 
jj/'/y ' sin i i> sin i i;' = ß (1 + <f) sin i 4- siJa i 
yrr^ cos \v eos ^v' ^ a i). — e) cos ^ cos 4- 
Setzt man Kürze halber v — v = 2f, E: — E =^2(/ , E' -\- K 
^2G, so erhält man aus den Gleichungen (1) durch 8ub- 
traotion der beiden ersteren und Addition der beiden letzteren 
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(^) j/rr' sin /*» a — sin g 

(3) Yrr' cos f^acoBff — «<? cob G. 

Aus r = n — ae cos r — a — <te cos folgt 

r'+ r» 2 a — 2 «tf cos cos 6r « 2ä sin + 2 COB /" cos ^ ^rr', 

indem statt ae cos aus (3) der Werth a cob ff — y fp cos /* 

gesetzt wird; woraus dann 

, r + r —2 cos / ooa g rr' 

i sin ' 

oder a = + ^ coa /"Kn ' + 4 co» /'ain ^ ft^ V rr ^ 

2 üin g* 

Setst inao> wonn cos f positiv ist, 

r + r' — 2 008 / /rr' = 4 cos f /rr' /, 

oder 
(4) 

80 wird 

^ * sin //* 



j ,/ - , p "2 (/ + sin 4 //« cos A Kr» ' ^ , 

und 1/ a SS» -|- -^^ — — , wo das obere 

oder untere Zeichen stattfindet, je nachdem sin ff positiv 
oder negativ ist. 

Ist aber cos / negativ, so setze man 

r + r — 2 cos f/rr — — 4 cos /* f^rr ^ 

oder 

. ^- = rT^' + i 

und es wird 

Sind r, r' die Zeiten, welche seit dem Durchgange 
durch das Pcrihel vei*llosseii sind , also r' — r = / j so ist, 
die Masse des Planeten gleich Noll gesetzt, 
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^ t == E — c bin £, ^ r' « — e sin E'. also 
kl 

s=z £^ — E — e (sin £" — sin E) 

Setst man statt e cos G den Werth ans (3) y so wird 

^ = 2^ — sin 2^^ + 2 cos f üng 

läubstituirt man für y a den Werth; und setzt der Kürze 
w^en 

2i CO« (rr')? "~ 

SO wird 

(7) ±» = (/+ 8initf»)i + (/ + 8iiiitfO* C^ri.";'" )' 

wo für ;72 das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem 

sin (j positiv oder negativ ist. 

Ist cos /' negativ ; so setze man 

(6*) 1 a = iV, 

und man erhält 

(7») ±M {L-Ani,g')>^ + (J.-^{g'^(^"^lß^, . 

WO das obere Zeichen gilt für sin g positiv , das untere für 
sin g negativ. — 

Zuerst ist die Gldohnng (7) oder (7*) nach g anf- ' 
zulösen. 

Es sei zunächst g nicht sehr gross*), in diesem Falle 
kann ~ ^^^^Jjl ^ ^i^^ Reihe nach Potenzen von sin 4 g 

sin * " 

entwickelt werden. 
Es ist 

2^«b4. \gy sin ^ » 2 sin 4^ ^ cos 4 g^2 sin \g j/l — sin^^^ 

sin 2ff=2 sing cos^=48in ^ /l— -sin y'^—S sin^y^ / 1 — sin^^^. 

*) Bis 80*> angefilhr. 
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BerückBichtigct mao^ dass 

{l — x)^ l — ix i — ^ — ji^ — . . . 
ist| so erhält man 

2ffr^Bmiff-\- ^ sin ^.y» _|_ ^ gjn ,■ ,sii4y' + ^8in^/7"+.. 

«in2^r=48ini-y — 1 0 bin ' + i sin ' -f sin^y' +^ sin 

2^ — sin 2ff= s.f sin — K^' sin — jsin^" — J sin^'-* — .. 

8in^3.38in^— 12Bm^'+3Bmi^'+isul4^*+•• 
Bczeicbnet mao der Kürze halber ^^"7'|°^-^^ nait und 
setzt sin 4 ^ so wird 

Bezeiclinet man den Zähler von .V mit den Nonner 
mit y, 80 wird ^ ~ ^ a'^* 

Entwickelt man : Z in eine .Heibe nac^b Potenzen 
von X, so erhält man 

wenn | = j^^sx'^ -f- T^ltr.-''^ 4" •• oder 

a) 5 = [8.75696] .r-' + rß.blSl]x^ + 
wo die eingeklammerten Zahlen Logarithmen .sind, gesetzt 
wird. Es wird daher 

1 

l-A (»-!)• 

Setzt man diesen Ausdruck von .V in die Gleichunpj (7) 
und bedenkt man; dass, wenn nicht gross ist, nur das 
obere Zeichen stattfindet; so erhält man 



Setzt man ^^_^^^"^= y> so wird = ^ — h 
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also 

-1 + 5--,- 

oder 

y = 1 + wo 

gesetzt wd. 

Die Gleichung für y entwickelt, gibt 

y) y^ — y^ — hy — ^ ä — o. 
Diese Gieichang bat eine positive Wurzel'). 
Die Auflösung der Gleichung (7) geschieht nun auf 
folgende Art: Für die erste Annäherung setze man | = 0, 

erhält damit nach ß) und damit nach y) aus y 

rechne man x. Dann rechne man nach a) ^, und erhält 
damit aus ß) einen verbesserten Werth von Ä. Diese Rech- 
nung wird so oft wiederholt, bis man keine verschiedenen 
Werthe erhält. 

Aus der Gleichung y » 1 -[- ^| _ ^ folgt, dass, 

wenn die Zeit / als eine kleine Grösse erster Ordnung be- 
trachtet wird, y — l nahe = ^ m'^ eine kleine Grösse zweiter 
Ordnung ist. 

Aus X erhält man ^, ist ^ gefunden, so hat man nach 

Gleichung (5) 

x) cos fV'rr' 2 m* cosf Vf? _ A« 

sin y* siu 4 y ' n ' cos sin y^ 
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Aus der Qleichung (2) d. b. auB 

„Yi ^« 

ayi — c' &iuff = yrr sin/" und yp== Ytt (1 — e') = — 

folgt mit Berücksichtigung der vorhergehenden Gleichung 

(8) ^«Oi^illZ, 

mithin y = A l : rr sin 2 d. Ii. y ist das Verhält- 
nisB des elliptischen Sectors zwischen den beiden Kadien 
Vectoren und dem durch dieselben bestimmten Dreiecke. 

Die Gnisscn m, (/ + ^)^) Q 4~ «^O^ ^^^^^ daher be- 
ziehungsweise der SectorHiiche (zwischen den Radien Vec- 
toien und dem elliptischen Bogen) y der Dreiecksiläche (zwi* 
sehen den Radien Vectoren und der Ohorde), der Segment- 
fläche (zwischen dem Bogen und der Ohorde) proportional*). 

Ist p gefunden; erhält man aus den Gleichungen 
für r und r' 

e cos «BB 2. — 1 

r 

e cos V » — l. 

r 

Setzt man v = v -{- {v — v) = t' -|- 2/ und entwickelt 
cos H~ ^ /)i Bo wird 

e sin » = ~ 1) cot 2/ — — 1) cosec 2/ 

e cos i; — 1 • 

r ' 

aus welchen Gleichungen e und v und damit auch v er- 
halten werden. 



*) Daraus folgt wieder, dasf< v — 1 t^ine kleine Grösse zweiter 
Ordunii«? ist. Denn es ist: Soctor = Dreieck -f- ScRTiicnt. Betrachtet 
man den Bogen, also uncli tlie Sehne als eine kleine Grösse erster 
Ordnung, so ist die Höhe des Segmentes (dusäelbe etwa als Parabel^ 
Segment betraehtet) eine kleine Grosse «weiter Ordnung, also die 
Flüche desselben von der dritten Ordnung. Das Dreieck « ^ rr' sin 2 /* 
ist von der ersten Ordnung, also y » t -|- GrSsse sweiter Ordnung. 
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■ t 

Die mittieren Anomalien M nnd M* erhält man aus 
(10) ' 

Die mittlere tägliche Bewegung ^ wird erhalten aus 

fl9\ .. * Mi—M 

(12) 

Ist ^ gross, so lässt sich die Gleichung (7) oder (7*) 
^cher nnd leicht durch Yersnche auflösen; sicher, weil 

^^T^ sich genau mittelst trigonometrischer Tafeln 

herechnen lässt; leicht, weil dieser Fall nur bei bereits 

nülieruii^swelse bekannten Bahnen vorkommt, wo also ein 
Niiherungswerth von g schon gegeben ist. In diesem Falle 
bestimmt man dann aus (ö) oder (ö*) die Grösse hierauf 

aus (2) die Grösse y\ — und aus beiden die Grösse p\ 

die übrige Rechnung ist genau so wie in dem früheren 
Falle. 

Zusatz. Um / sicher und bequem zu berechnen, setze 
man tang (45® 4~ ^ ^voi 

+ — 2 + (tang (45<> + w) — cotang (45« + w)) » 

= 2 + 4 tang 2 w", 

woraus man erhält 

j sin 4^ . tang 2 10* 
cos/ • cos/" ' 

und ebenso 

j sin 4/^ tung 2 IC» 

cos /' cos C 
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0 -™ I ■ II II 1 1 ■ ■ — 

BeiBpiel. £8 sei log r »0.3307925; log r --0.3222617, 
- » — 70 34' 49".87, f == 21.934433 Tage. 

Man erhält: 

ti, « — 8' 26".46, / = 0.0011202067, log 7.2736971. 
Setzt man zimächat ^ = 0, bo wird h -= 0.0022501 und 
damit log = 0.0010815, woraus x = 0.0007480399 folgt. 

I ist in diesem Falle verschwindend. Aus x folgt 

^ — 3<> 8' 4".226 und damit log a = 0.4223804. 

Aus (8) folgt log p ^ 0.3954732 und damit aus (9) 

und (10) 

log e = 9.3893483, in Secunden log c = 4.7037734. 
V 310» 56' 9 ".39, v' — 318o 30' Ö9 ".26. 

Statt der Excentricität e fOhrt Gauss den spitzen Winkel 

q) ein, wo sin 9 = e ist; aus p und (p erhält man a sehr, 
bequem nach der Formel a = p : cos 97^. 

Für di«ws Beispiel ist 

<p = 14" 11' 16 ".47, und daraus log a = 0.4223802. 

Die Uebereinstimmiing der beiden Werthe von log a dient 
als Oontrole der Rechnung; für den letzteren braucht man 

/ nicht mit dieser Genauigkeit zu rechnen, welche der erste 
erfordert. 

Aus den wahren Anomalien und der Eixcentricitftt er- 
hält man 

E ^ ^20« 52' 19". 16, \r = 3270 8' 27".64 
üf— 329"44' 2".84, i/'« 334» 45' 38".02. 
jr— üf— 18095".18. 
Aus log a erhält man die mittlere tägliche Bewegung 
^ = 824".96G3, also in der Zeit t beträgt die mittlere lilc- 
wegung 18095". 17. Die Uebereinstimmung mit M' — M 
dient als Oontrole der Rechnung. 



L lyi.i^ed by Google 



17 



II. Für die Parabel. 





und daraus, indem man v -j- 2f setzt, 



sin l V — — ^T'^'J 



aus welchen Gleichungen v und v erlialten werden. Aus 
c 

— T = 75 tang ^ /» -|- tang ^ y-* 



erhält man t und t', d. i. die Zeiten , welche seit dem 

Durchgänge diu'ch das Perihel verflossen sind; aus diesen 
und den Beobachtungszeiteii eihiilt man die Zeit des Durch- 
ganges des Himmelskörpers durch das Perihel. Die Uebcr- 
einstimmung dieser beiden Zeiten dient als Controle der 
Hechnung. 

Beispiel. Ks sei log r = 0.1389G, log r = U.11ÜG8, 
»' — » « 12^ 11' 35 ", ( = — 14.04929 Tage. 

Man erhält 

log q = 0.084G9, y « ~ 40" 5' IG", v == — 27" 53' 41". 

Ans V erhält man t » — 41.968 Tage. 
- tr' . - —27.918 - 

7. 

Für die Bestimmung einer parabolischen Bahn ist eine 
unter dem Namen der Lambert'schen Gleichung bekannte 

Formel von grosser W'ichtigkeit. 



04J 
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Nach den Gleichungen (14) ist, wegen ^ — r — 
^ 75 (lang ^v' ^ tang i t;) + 2ö (tang ^v'^ ^ tang ^ v») 
=25(tangii;'— tang^t;) (S+tangit'^-j-tangivtangii;-!- tangier'-) . 
Da 1 + tang ir tang 4 t;' «=~-^*;^^ 1 + tang i = 

1+tangi«^»«^^^ tangit;'-.tangitr- — ist; 

BO folgt 

C< ^ 25 sin / cos/" . 1 i __J \ 

Setzt man für 6' den Werth -=7= , ferner aus r = — ^--5, 
r' — — V>i die Wertbe — 1/ L, > — i/l, so wird 



(16) - 1'"/^ ^'^fv^ + »• + • 

Bedeutet ^ die Sehne zwischen dem ersten und zwei- 
ten Orte, so ist 

« r« + — 2rr' cos 2/" (r -I- rj — 4r/ cos/« 

4r/'' cos = (;• + r'f — (»^ = (;• -j- r' + p) (r -f r' — ^). 

Setzt man r + + ^ «'1 r + r' — ^ so wird 

(16) ^ ^ ' 

2 COS/'jKrKaas ^- ;n 

wo das obere Zeichen stattfindet; wenn cos /' positiv ; das 
untere Zeichen > wenn cos/* negativ ist. 

Nnn ist 

sin P == sin \ {v — t))"^ = (sin \ v cos \v — cos \ v sin ^ v)'^ 
~ cos 4 1;' 4" cos 4 — 2 cos 4 i,^' — f ) cos 4 V cos 4 f ' 

£ I «/ 2 y cos/ * r + r — ^eonfViT 

r "T" r' ^ ^^^^^^ 

oder mit Berücksichtigung der Gleichungen (16) 

(17) 2 sin fy rr' = (w n) ]/2q. 
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SnbBÜtoirt man die Werthe von r + ' cos fVrr'i sin [Yr? 

in die Gleichung (15), so erhält man 

oder, indem man statt m und n die Werthe setzti 

(18) 6A:<-.(r + r +rtt + (r + r^-rt*, 

welche Gleichung die Lambert*Bche Formel heiBst, wie- 
wohl sie bereits von Euler angegeben wurde. Das obere 
Zeichen wird genommen, wenn 2/= v' — y kleiner als 180^ 
ist; das untere^ wenn 2/ gröBser als 180^ ist. In der 
Regel findet nur 4er erste Fall statt. 

8. 

Es seien v; r, v; r", v" drei Orte eines Himmels- 
körpers in der Bahn, so ist 

^ « 1 + cos » 

-? = 1 + e COS 

^, 1 4- ß COS P". 
r ' 

Multiplicirt man diese Gleichungen resp. mit sin (?/^ — r"), 
sin {v" — v), sin {v — v') und addirt man, so wird zufolge 
der Formel II. des Art. ö. 

R sin (t>'— v") + ^. sin {v" — f) + f sin {v — v') 

= sin (y' — v') + ßin (r" — v) -\- sin(t; — v). 
Multiplicirt man mit r/r" und setzt Kürze halber 

rK sin 2^' = n\ rr" sin 2/* — r r'' sin 2/ = n, 

berücksichtigt man lerner, dass 

sin a + sin ^ — sin (« -|- /3) = 2 sin i (« + ^) (cos ^ (« — /ä) 

— cos i (ß -j- /?)) « 4sin i (a + /3) sin ^ sin ^ 
ist, so wird 

(19) „«•'-''•'j!"/'^j;»i?/". 

R II *y* }t 
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In diesem Ausdrucke sind ^n, ^n, ^n' die Flächen 
der Dreiecke resp. zwischen dem zweiten und dritten, dem 
craten und dritten , dem ersten nnd zweiten Radius Vector; 

der Nenner ist daher die dopjiolte I )n i('ckstl:iclie, welche 
durch die drei Orte des Himmelskörpers im Kaume be- 
stimmt ist. 

Aus dem obigen l'ur // ^elundcuen Aubdrucke lüsst 

sich eine Formel für ableiten, welche in der Folge 

von \\ ichtigkeit ist. 

Sind nämlich /" die Zwischenzeiten resp. zwischen 
dem zweiten und dritten, dem ersten und dritten, dem 
ersten und zweiten Orte, und setzt man 

/.t = », A/' = r, //" = ^", 
so ist zufolge Gleichung (8) des Art G. 

»» »< 

>/!/ »n 

wo die Bedeutung von y und y" klar ist. Durch Oleich- 

stellnnji;- dieses Wcrthcs von jj mit dem in Gleichung (19; 
erhält man 

4rr' r" sin f sin f sin /" 



» — «' + «" = 



yy 



Da r r" sin 2/". rr' sin 2r 

= 4rr'' r" sin /" cos /' sin f" cos /"' ist, so wird 



Hy" r' cos fco»f* ^Uy" rr r" Cüb / cos /"' co.s / " ' 



(20) " + _ , „ 

n ' 2yy rr r cos / cos/ cos/ 
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Dritter Abschuitt. 
Beoiehungen liin8i<ditlioli eines einaelneii Örtea im Baume« 

9. 

Um den Ort eines Himmelskörpers im Räume in Be- 
ziehung auf einen gegebenen Punet angeben zu können; 

ist dio Ivciintniss der Lage der Balmebone gegen eine be- 
kannte Ebene und die der Apsidenlinie in der I^ahnebenc 
erforderlich. Denkt man sich imi den Mittelpunct der 
Sonne eine Kugelfläche beschrieben, so werden sich auf 
dieser die Bahn des Himmelskörpers als ein grösster Kreis, 
die von dem Mittelpuncte der Sonne naeh dem Himmels- 
körper gezogenen Geraden als Punete darstellen. Wenn 
die 2U bestimmenden Ebenen und Geraden nicht durch die 
Sonne selbst hindurchgehen, so sollen dieselben durch 
parallel durch den Mittelpunct der Sonne gelegte Ebenen 
und Gerade ersetzt worden. 

Die Ebene der Bahn eines Himmelskörijers schneidet im 
Allgemeinen dio Ebene der Erdbahn oder Ecliptik, diese 
Durchschnittslinie heisst die Knoten Ii nie; die Durch- 
schnittspuncte der erwähnten Kugelfläche mit der Knoten- 
linic heissen Knoten, derjenige, wo der Planet von der 
südlichen Gegend in die nürdliclie Gegend der Ecliptik 
übergeht; heisst der aufsteigende, der andere der ab- 
steigende Knoten, in diesem geht der HinnnelskÖrper 
von der nördlichen Gegend der Ecliptik in die südliche 
über. Die Lage der Knoten wird durch ihren nach 
der Ordnung der Zeichen gezählten Abstand von dem 
Frühlings -Aequinoctium bezeichnet d. i. die Länge des 
Knotens. 
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Es sei (Fig. 2) T-^ ein Tiicil der Ecliptik, To-^P 
ein Theil der Bahn des Himmelskörpers, y der Frühlings^ 
Fig 2. punct (die Richtang der Bewegung ist 

£ / durch beigesetzte Pfeile bezeichnet). Der 
.sphürische Winkel £9 /> stellt den Win- 
^ kol der Bahn und Ecliptik vor, dieser 
^ Winkel heisst die Neigung der Bahn 
des Himmelskörpers gegen die Ecliptik 
oder einfach Neigung der Bahn; die Neigung wird von 
0 bis 180" gezählt. Bezeichnet in der Figur 9. den auf- 
steigenden Knoten, so stellt der Bögen y,U dio Länge des 
aufsteigenden Knotens dar. Wird dieser Bogen in der 
Bahn ypn aus entgegengesetzt der Richtung der Bewe- 
gung des Himmelskörpers abgetragen, so erhält man da- 
durch den Punct Y„; die von diesem Punct in der Rich- 
tung der Bewegung gezählten Bogen werden Längen in 
der Bahn genannt. Ist daher P das Perihel (eigentlich 
die Frojection des Perihels)^ so heisst y^P die Länge 
des Perihels. 

In Figur 2 ist daher 

= 9:. = Länge des aufsteigenden Knotens, 
■^Eg^P^ i = Neigung der Bahn, 
X^P OS iZ — > Länge des Perihels. 
Ist £ ein Ort des Himmelskörpers, v die wahre, M die 
mittlere Anomalie desselben, so heisbt II -\- v die wahre, 
n -\- M die mittlere Länge des Himmelskörpers in der 
Bahn. Die sieben Grössen: 1) mittlere Länge für einen 
bestimmten Z^tpunct, 2) mittlere Entfemimgi 3) Ezcen- 
tricität, 4) Länge des Perihels, 5) Länge des aufsteigenden 
Knotens ; 6) Neigung der Bahn, 7) blasse des Himmels- 
körpers heissen die Elemente der Bewegung des 
Himmelskörpers. Bei der Parabel vertritt die Zeit des 
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Periholdurchganges die Stelle des ersten Elements. Statt 
des Elementes in 2) wird die Distanz im Perihel genommen. 
Bei den Kometeo und den kleinen Planeten Betet man die 
Masse immer gleicli Null. 

10. 

Die Lage eines Punctes z. B. L an der Oberfiftohe der 

Kugel wird am einfachsten durch den Abstand desselben 
von der Ecliptik d. i. die Breite, und durch den Ab- 
stand des Fusspnnctes des Perpendikels auf die Ecliptik 
von dem FrühHngspnnct d. i. die Länge bestimmt« Es sei 
also der Bogen LB senkreckt anf yE^ so lieisst yB^l 
die Länge, l)L=^h die Breite des Punctes Z. Die Breite 
wird von beiden Seiten der Ecliptik an bis S^f gezählt, 
oberhalb (d. i. in der nördlichen Region) der Ecliptik po- 
sitivy unterhalb negativ gezählt. Da der Mittelpunot der 
Sonne als Mittelpunot der Kugel angenommen wurde, so 
nennt man / und h heliocentrische Länge und Breite. 
Bezeichnet man den Bogen mit u, so heisst u das 
Argument der Breite, dabei ist u^U — 

Aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreiecke £^DL 

folgt 

(1) tang (/ — Ä^) = cos i tang j/ 

(2) tang »»»tangtsin(/— ^) 

(3) sin ^ » sin ^ sin « 

(4) . cos tt = cos d cos (/ — 

Aus den Formeln (1) und (4) folgt, dass f ür i < UÜ» 
die Grössen / A und ii> für ^ > 90^ die Grössen / - ^ 
und 360® — ti in demselben Quadranten liegen. 
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11. 



Ki;.'. H. 



Die Lage dnes Punctes im Räume wird durch die 
Abstände desselben von drei sich einander unter rechten 

Winkeln schnoidcndcn Ebenen bestimmt. Es sei der IVIittcl- 
punct der öonnc der Coordinaten-Anfang, die Ecliptik 
die Ebene, die positive a;Axe sei nach dorn Friihlings- 
punct, die positive yAxB nach dem Punctc "90^ Länge, die 
positive 2rAxe nach dem Nordpol der Ecliptik gerichtet. 
Sind daher /, 0, r die lieliocentriKclic Länge, lircite und 
Distanz eines Punctes von der ISonne, x, y, z die recht- 
winkligen Coordinaten desselben auf das vorhin erwähnte 

Axensystem bezogen, so ist (Fig. 3), 
wenn für den Punct M die Gerade MP 
senkrecht aui" die a // Ebene, die Ge- 
rade PfJ senkrecht auf die .rAxc ge- 

b, OM =■ r, also OP» r cos b, x ^ 
OP cos l, y ^ OP sin /, ; r sin 6; 

mithin 

(5) y » r cos b sin / 

z s r sin 2». 

Sind L, Li, R die hcliocentrisdic Länge, Breite und 
Distanz des ]\littelpunctes der Erde von der Soune, X, ¥, Z 
die rechtwinkligen Coordinaten, so ist * 

» cos ^ cos Z, F « A cos sin R sin B, 

Denkt man sich durch den Mittelpunct der Erde ein 
dem früheren Axensysteme paralleles Axensystem gelegt, 
so sollen durch A und ß die geocentrische Länge und 

Breite, durch z/ die Distanz des Tunctes von dem Mittel- 
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pimctc der P^.rde bc/cichnet werden. Sind ^, rj, ^ die recht- 
winkligen geouentriächen Coordinaten dieses Punctes^ so ist 

I » ^ C08 /) cos X 
(6) 17 B ^ cos ßmi X 

J; = J ain ß, 

und es ist 

^ = A' + I 

Die Grösse r cos b ist die Projection der* Distanz des 
Punctcs von der Sonne auf die Ecliptik und heisst cur- 
tirte Distanz von der Sonne. Ebenso heisst z/ cos ß — Q 
die curtirte Distans des Panotes von der Erde. 

Die Breite B der Erde ist nahe gleich Null und wird 

daher gewölinlich vernachlässigt, unter dieser Voraussetzung * 
crhcäit man für die heliocen Irischen Coordinaten die Aus- 
drücke 

r cos b cos / » o; B 9 cos k'\-R cos L 

(1) r cos sin / =ss y = p sin A -|- -Ä sin Z 

r h = z = Q tang /l 
Vermittelst dieser Ausdrücke kann man dio iieliocentri- 
sehen L&ngen, Breiten und Distanzen in geooentrische ver- 
wandeln ^ nnd umgekehrt. 

Aus « aj' -|- // - + ar* oder 
= (9 cos A -|- Ä cos L)- (q X -\- H sin ly -|- tang ß'^, 
folgt durch Entwicklung der Quadrate 
(8) r« = + 2 Ä cos (A — Z) p + sec /J2 q\ 

18. 

Die heliocentrischen Coordinaten lassen sich unmittel- 
bar durch und v ausdrücken. Setzt man in den Gleichun- 
gen (5) des Art. 11. / = / — + ii, so wird 
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a; ass r cos b cos (/ — ^ cos ß — r coi5 sin (/ — ü) »in 
^ r cos d sin (/ — Ä) cos Ä + r cos b cos (/ — Ä) sin 9 > 
und berücksichtiget man, dass nach den Gleichungen (1) 
bis (4) 

cos h cos (/ — Sl) = cos n 
cos b sm (/ — Si) = sin m cos i 
sin d B sin fi sin t 

ist, 80 wird 

X r cos « COB j% — r sin sin ^ cos i 

y = r sin u cos ,^ cos i + r cos u sin .J^ 
c = r sin u sin i. 
Setzt man 

cos ^ / sin ^ 
— sin cos / n / cos A, 

sin ,Q = sin 7? 
cos Sl cos < = w cos B , 
sin f B ity 

wo 01, » positiv genommen werden, so wird 

a? B / r sin + «) 

(9) !/ = r sin + m) 

z = n r sin w. 

DauBÜ — V ist, so sind y, z unmittelbar 
durch r nnd v ausgedrOckt, wenn 

JI— + ^ 

© = 72 — ß + ^ 

(5 = 77 — a 
gesetzt wird; es wird dann nämlich 

x^lr sin (Ä + ») 

(10) y »I r sin (© + ») 

2r = n r sin (6 + v). 
Diese Formeln sind dann sehr bequem, wenn mehrere 
Orte zu rechnen sind. 
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Beispiel: Es sei 

a — 171« r 53".84, i — 13» 6' 54".20. 

Man erhält 

A 261« 21' 33".86, -ff « 170» 53' 52".92, 
log / — 9.9997341 , log m 9.9888016, log it — 9.3558483. 

Ist nun n — a = 241» 9' 34".06, so wird 

31 = 142» 31' 7".92, 33 =- 02« 3' 2r.98. 

Hierbei dient die Qleichiuig (aus (10)) 

/2 sin 51^ + sin 23- + (^2^1 
als Controlc der Kechnung. 

Für 315« 2^ 0".76, log r = 0.3260215 wird 
log X » 0.3219717; log tj » 9.4063011, log z ^ 9.1272776. 



Vierter Abschnitt. 
BeBiehiuigen swiflehen mebreMsi Orten im Baume. 

18. 

Aus zwei helioccntrischen Orten /, h und b' imßaume, 
die Länge des aufsteigenden Knotens die Neigung der 
Bahn i und die Argumente der Breite u, u' zu bestimmen. 

Es ist 

tang h = tang / sin (/ — ,Q) 
taug b' = tang 2 sin — Sl)» 

Setat man F — / — AH~^~'/ bo erhält man zur 

Bestimmung der Unbekannten und i folgende Gleichungen 
tang I sin (/ — ii) = tang b 

V ' X _ . /w ^\ tang b' — taug- A ( o.s (/' — /) 
tengicoB(/-Ä)- 

Wachsen die heliocentrischen Längen mit der Zeit, so 
ist f < 90^, im entgegengesetzten Falle ist t > 90<>. 
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Hat man ^ und i gefunden, bo erhält man die Argu- 
mente der Breite nach den Formehi 

(2) 

Ist / < 90<*y 80 liegen / — Sl und u in demselben Quadranten. 

„ I > 90» „ 360« — u „ 

U. 

Es seien x, tj, z] ,/•', y' , r'; x", y ", drei heliocen- 
trischc Orte eines lümmelskürpcrs im iiaume; so ist nach 
(10) des Art. 12. 

^«/sin (% + v) 
4= /sin + t;') 
l sin (31 4- 

Multiplicirt man diese Gleichungen resp. mit sin (tr' — v''), 
Bm{v" — v), Bm(v — v'} und addirt man, so erhält man 
mit Berücksichtigung der Formel I. des Art 5. 

^8in(w'-0+ 7-8in(i;" ^ v) + Csin (» — O = 0 

oder 

X r'r" sin (v"— v')— aj'rr" sin + rr' sin (»'— i;) «=0. 

Da r'r" sin (v" — v)=n, rr" sin (v"— v) rr' sin (v' — v) 
gesetzt wurde, so wird 

// X — n' x' -f- ;i" o;" = 0, ebenso 
n y — H y -jr n y =0 
» ^ — «' y + ä" z" « 0. 
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Drückt man die heliocentiiBohen Ooordinateu durch 
die geocentrischen aus^ bo wird, gemäss der Ausdrucke (7) 
des Art. 11. 

iß) {Q cos A -j- 7? cos L) — n {q cos A' -j- H' cos L') 
+ n" cos r + Ä" cos Z") « 0 

(4) n (q siu A 4- sin L) — «' {q sin A' -j- 7?' siu l') 

+ n" sin X" + sin Z") = 0 

(5) n Q taug /3 — w' 9' tang /3' + «" « 0. 
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Zweiter Thea 

Bahnbestftnmung der Planeten und Kometen. 
Erster Abschnitt. 

Bestimmung einer elliptiachen Bahn aua drei geocentrischen 

BeobAohtimgeii. 

16. 

Vernachlässigt man die Masse des Uimmeiskörpers, 
so sind bei einer elliptischen Bahn sechs Elemente zu be- 
stimmen. Zu dieser Bestimmung müssen daher sechs von 

einander unabhängige Grössen, welche von den Elementen 
abhängen ; gegeben sein. Diese gegebenen Gl rüsseu können 
nur Yon der Erde aus beobachtete Orte des Himmelskörpers 
sein, und da jede solche Ortsbestimmung zwei Daten, etwa 
Länge und Breite liefert, so sollen drei gcocentrische 
Beobaclituugen als gegeben betrachtet werden. Diese 
Beobachtungen dürfon keine zu grosso heliocontrische Be- 
wegung umfassen, indem sonst Voraussetzungen, zu welchen 
man bei einer ersten Bahnbestimmung genöthigt ist, nicht 
stattfinden. 

Wären ausser den geocentrischen Längen und Breiten 
noch die Entfernungen des Himmelskörpers von der Erde 
gegeben, so könnte man daraus die heliocentrischen Längen, 
Breiten und Entfernungen des Himmeiskörpers rechnen, 
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und damit nach Art. 13. Neigung. Knoten und Argument 

der Breite, und daiiii nach Art. 6. die übrigen Elemente 
bestimmen. Wir versuclien daher zunächst die Bestimmung 
de» Entfernungen des Uimmelskörpero von der Erde. 

Es bedeuten I wie frfiher 
t, l'f C die Zwischenzeiten zwischen resp. der zweiten nnd 

dritten, ersten und dritten, ersten und zweiten 

Beobachtung. 

A| il^ K' die drei geocentrischen Längen des Himmebkörpers, 
ßyp,f^' dessen Breiten, 

Q, Q, q" dessen curtirte Entfernungen Ton der Erde, 

L" die helioccntrischen Längen der Erde, 
R,1{',R" die Entfernungen der Erde von der {Sonne. 

Aus den Gleichungen (3), (4), (5) des Art. 14 folgt 
durch' Elimination von ^ und if' 

n R (tang ß sin (A" — Z) — tang /J" sin {X — L)) 

— « B' (tang ß sin (A" — L') — tang ß" sin (A — L')) 
(1) + «"72" (tang ß sin (A" — L") - tang ß" sin (A - Jj')) 

— n Q (tang ß sin (A" — A') - tang sin (A"— A) 

+ tang sin (A' ^ A)) 0. 
Es stelle (Fig. 4) S den Mittelpunct der Sonne, ST den 
Mitteipunct der Erde und L den Ort des Planeten dar, 



Fig. ö. 

Flg.4. W 




femer seien (Elg. 5) A, j{, Ä' die drei heliocentriscfaen 
Orte der Erde auf der Himmelskugcl, Bj Bfj ]3f' die drei 

geocentrischen Orte des Uimmelskörpcrs^ 6', 6', C die helio- 
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centrischen Orte desselben* Ist K der Durchschnittspunct 

des grössten Kreises durch die äussersten geocentrischcn 
Orte des liimmeiskörpers (d. i. durch die Puncte B Ii") 
mit der Ecliptik, so werde die Länge dieses Punctes mit 
Kf die Neigung des eben erwähnten grössten Kreises mit 
J bezeichnet. Dabei ist 

tang ß = sin (A — A') tang / 
tang ß" = sin (A" — A') tang /, 
aus welchen Gleichungen (ähnlich wie in Art. 13.) tang ./ 
und erhalten werden, wobei tang /positiv genommen wird. 

Durch Einführung der Hülfsgrössen / und A' erhält man 
mit Berücksichtigung der Formel I des Art. 5; indem man 
für A, C resp. A — /T, A" — if, L — setzt 
tang /S sin (A" Z) — tang /T' sin (A — Z) 
— tang/sin A) sin (Z» A*); 

und Analoges für die übrigen Ausdrücke. 

Die Gleichung (1) geht daher über in 

n B tin (A ' — A) sin (Z — AT) tang J 

— »' sin (A" - A) sin (Z' - AT) tang J 

(3) + n"Ä"8in (A" — A) sin (Z"— Jt) tang J 

— n q' (sin (A" — A) sin (A' - A') tang ./ 

— tang ß' sin (A" — A)) = 0. 
Führt man die Hülfsgrösse ein durch die Gleichung 

(4) tang/Jo««8in(A' — jr)tang/, 
so folgt aus der Gldchung (3) 

(5) ^l^ltn^r. «=^«Ä8in(Z— Ar)+«'Ä'8in(Z'-A') 

— 7i" R" sin (//' — K). 
8c!tzt man der Kürze halber 

sin ((3' — ^ü) _ ^ Tiain {L — K) , Ii' sin (/.' — Ä) 



cos tang J ^ ' ' //„ 

"0 



/r 8111 (/y — A) ^ ^ 
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so wird aus (5) 

(7) 55rp^^ n' — 

Die Grösse ist vermöge der Gleichung (4) die Breite 
des Durchschnittspunctes des Breitenkreises B' D' des 
aweiten Punctes R mit dem erwähnten gröasten Kreise 
durch die beiden Pnnote B nnd B^, 

Die QrÖsse j8' — ß^j in der Fig. 5 durch den Bogen 
Bq B' versinnlicht, hängt von der Krümmung des geocen- 
trischen Weges B B' B" ab, sie ist daher im Allgemeinen 
eine kleine Grösse zweiter Ordnung, wenn die Linie B R B' 
eine kleine GhröBse der ersten Ordnung ist. Aus den Aus- 
drücken fftr a^^y hj Cf d ersieht man, dass b und d kleine 
Grössen der — 2ten, d. i. grosse Grössen der zweiten ürd- 

nung sind. Nun ist -> =: ^ • ^ , — , = • ^ . Die Grössen 

* t 

y,y', y" also auch die Grössen ~, K weichen Ton der iän- 

lieit um kleine Grössen der zweiten Ordnung ab, wenn 
man die Zwischenzeiten als kleine Grössen der ersten Ord- 
nung betrachtet. Würde man daher in der Gleichung (7) 

statt die KäheruDgsvvcrlhe ^ setzen: so würde, 

wegen der grossen Factoren b und d, die Grösse q' im 
Allgemeinen mit einem endlichen Fehler behaftet erhalten 

werden. 

Schreibt man aber die Gleichung (7) in der Form 

Q* ^ b n -\- d n" n -\- n" 

cos p 7i -\- n n 

60 können für diese Form Annahmen gemacht werden, 
welche zu einem brauchbaren Werthe von q führen. * 

Setzt man in dem Factor — -"|^%?- statt ~n das Ver- 
hältnisB ^, , 80 ist der Fehler im Allgemeinen nur eine 

Fbuchauf , Aütrouoinie. 3 
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kleine Grösse der ersten Ordnung; denn es ist 

. bn-\-d n" 6» + (ft «~ d) » iy" — y) 

Nun ist, weil R' nahe = R ist, d — h nahe 

= sini (r- X) cos (^i^ - E^, 

also von der Ordnung ^üiii^Ti^ d. i. von der Ordnung 

— 1 ; von der Ordnung -j- 2, y" — y von der Ordnung 
-j- 2, ^ also der Zähler der Differenz J eine kleine Grösse 
der dritten Ordnung. Der Nenner von d ist eine kleine 
Grösse zweiter Ordnung, also die Differenz J im All- 
gemdnen von der ersten Ordnung. 

Der Factor ist nach Art. 8. Gleichung (20) 

«' ^rr' r" yy" eoBfoosTeosr 

Da <lie Cosinusse der Winkel /*, /"', ' von der Einheit 
ebenfalls nur um Grössen zweiter Ordnung abweichen, so 

ist auf einen Fehler vierter Ordnung genau == 1 + 277~" • 

Die Verhältnisse -r weichen, wenn man die Excentricität 

r ' r ' 

der Bahn als eine kldne Grösse erster Ordnung betrachtet, 

von der Einheit bios um kleine Grössen zweiter Ordnung 

«ab. Setzt man daher statt - die Grösse —ig-, so wird 

der Fehler von ""S" nahe von der vierten Ordnung sein. 

Fasst man das Vorhergehende zusammen , so erhält man 
schliesslich folgendes ßesultat: 
In der Gleichung 

ist der Fehler von im Allgemeinen nur eine kleine Grösse 
der ersten Ordnung. 
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Setzt man die genauen Werthe 

so ist in alier Strenge 
(8) = 



V y * y 1/ r r cos / cos / cos / 

Nimmt man in der Gleichung (9) für P und Q die Nähe- 

'9'" 

rungswertlie ^ und so wird die Grösse ^' im Allge- 

meinen mit dnem Fehler erster Ordnung behaftet seinf). 

16. 

Nach der Gleichung (8) des Art. 11. ist 

r- = Ä^ + 2Ä-jiyC0»i -1-^. 
WO OOS d' » cos /S' cos {l* — Ü) ist, oder 

r'» - Jr» «in d » + (ä' cos ie + 

dabei bedeutet ö' den Bogen ^' /?'. 

» 

Setzt man täsk& ^ a\ cos d' -j — ^ =a x\ so wird 

' ' cosp ' 

(10) r'» - «'» H- »'S -Xy_a/_jrcoBa', 



J 



und die Gleichung (9) geht über in 

«^«iTcosd + g - T+P -T+P ' 2 («« + ar-a) l 
oder; wenn 

ir cos d' + -j^^, —A, — T+~P"2 

gesetzt wird, in 

(11) X'^k + («'^+.x7.)4- 

Um r d. i, y a ^ -\- x"^ bequem zu berechnen, setze man 
« 

tang — ^, so wird 

3* 
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H- x"" = r = = 
' ■ Bin c eos z ' 

dabei bedeatet / den Bogen C S^, 

Aus der Gleichung (11) wird die Unbekannte durch 
Versuche bestinimt; in der B^el wird x' von k nicht sehr 
verschieden sein. 

> 

Ist X gefunden, so erhält mau daraus r und Daun 
erhält man ans 

n = n P, —h — = 1 + ; 
(12) J_(i+^)j-i_,^«»i>. 

Hat man die Grösse p' und die Verhältnisse ^. ^ 

gefunden, so erhält man aus den Gleicliungen (3) und (4) 
des Art. 14. die Grössen q und q". Bequemer werden dio 
Formeln, wenn man noch die Gleichung (5) desselben 
Art. benutzt. 

Eliminirt man nämlich aus den Gleichungen (3) und 
und (4) die Grösse n" Ji", so erhält man 

n (q sin (A — r*) + Ä sin (£ — Z")) 
- n' (p' sin (A' — L") + ft sin (t — Z")) 

+ n" ^>"sin(r— Z") = 0. 

Eliminirt man ans dieser Gleichung und der Gleichung 

(ö) die Grösse «" g", so wird: 

n Q (tang ß sin (r — Z") — tang ß" sin (A — L")) 
— fi>' (tang /J' sin (r - Z") — tang /T' sin (A' — Z")) 
+ tang (n Ä sin (Z" — L) ^ n' It sin (Z" — Z')) = 0. 

Führt man für tang ß und tang ß" die Hüifsgrösseu / 
und AT ein , so wird der Coefficient von n p 
tang / sin (A" — A) sin (Z" ~ A'). 
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Setzt man im Ooeffioienten von n' q* 
tang /r = tang + tang ß' — tang ft, 

— tang / Bin (A' — iSO H- -^^T^^, 

* ^ • CO» p OOS ft) ' 

so geht derselbe über in 

tang J sin (i" - i ) sin (i" - iT) + (t-L"). 

Femer ist 

n Ii öin (Z" — Z) — n R öiii (Z" — L') ' 

- » Ä »in (£" - Z) Cl - ■"'// :--' /•'' V 

^ * y n H 6in (L — L) J 

Setzt man 

E b: sin (/.' — Z) « N", R R ' sin (Z" — L') « iV, 
Ä sin (Z" — £) — JV', 

80 wird 

K ain (i^" - Z,') N_ 
R sin (/." — L) ^ iT 

Es ist daher 

^^Q\ /sin (i" — i') , «0 sec /J' sin (A" — />' )\ «' ' 

^^^^ ^ === V»ln (i'^ -7) + 8in(r--A)*ri5W-'Ä)J ^ 

, sin (X" — Z) sin (r — A') AV n' -\ 

Ebenso erhält man, indem man den ersten Ort mit 

dem dritten vertauscht: 

^1 f, /sin [X' — X) «0 sec ß' sin {X — ■^) \ * 

\}V 9 = ^sin ;i) "~ sTnTX" — X) ' sin (Z. — K) ) ' n' ^ 

+ sin (Z," — L) sin (i — A ) / 3" -\ 
^ ^n (A" - A) • siiajir- K) \S' ' n" " ^ j* 

Aus den Gleichungen (13) und (14) erhftlt man p und q". 
Ist Qf9', 9** gefunden, so rechne man nach den For- 

mein (7) des Art. 11. und den analogen Formeln für den 
zweiten und dritten Ort, die heliocentrischen Längen, 
Breiten und Radien Vectoren des Himmelskörpers. Aus 
diesen Grössen kann man die Elemente nach Art. 18. und 
Art. 6. rechnen. 
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17. 

Wie man ersieht, setzt diese Methode voraus , dass die 

Werthc von P und n bekannt sind. Allein diese Grössen 
Bind unbekanntj aber man kann dafür als erste Hypothese 

die Ntthernngswerthe — und ^ setsen, und mit diesen 

Werthen führe man die Rechnung, jedoch nicht bis zum 
Schlüsse, durch j sondern hat man die Grössen r', r" und 
t^, ff" ermittelt ^ so rechne man nach Art. 6. ans 
r, r ; t/ — if — tf* — » — 2r und ^" die Grösse y" 

r',r"; w" — v'= 2/- „ ^ y, 

und damit neue Werthe von P und Q nach den Formeln 

p=*" y .. ^ ^" 

Mit diesen Werthen von P und Q wird die Rechnung wieder- 
holt, diese Wiederholung geschieht so oft, bis man Werthe 
von P und Q bekommt, weiche von den frühereu .gar nicht 
oder nur sehr wenig verschieden sind. 

In dieser Hypothese, als letzten, führe man dieBech- 

nung mit den Grössen r, r', v' — v, tj" und den Grössen 
r, r", v" — Vj d", y zu Ende. Die üebereinstimmung dient 
als Controle. Sicherer verfährt man, namentlich bei ersten 
Bahnbestimmnngen, wo die heliocentrische Bewegung in 
der Regel gering ist, wenn man in der lotsten Hypothese 
aus den Grössen /, / b , b"\ r, r"; v" — 0"' die Elemente 
der Bahn rechnet. Ais (Jontroie der Kechnung berechne 
man den mittleren Ort aus den erlialtenen Elementen. 

Bei diesen verschiedenen Hypothesen für die Grössen 

P und Q ist es vortlieilliaft, so viele Rechnungen als mög- 
lich von den Hypothesen unabhängig zu machen und auf 
unmittelbar gegebene Grössen zurückzufahren. Die Grössen 
tang a^f b, c, d, e, a hängen nur von den ge- 
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gebenen BeobachtnngsdAten ab, werden daher nur einmal 
gereobnet. Dasselbe gilt auch von den Goefiicienten von 

^ ^ . ^' — 1, . . der Gleichungen (13) und (U). 

Zusatz. Die Sicherheit dieser Rechnungen hängt haupt- 
sächlich von der Bestimmung der Constanten taug ./ und K 
und von der Grösse des Bogens ^ — ab. Fällt 
der erste geooentrisohe Ort mit dem dritten nahe zusammen^ 
so ^ann man aus den Gleiebungen (2) die Grössen tang / 
und K nicht genau bestimmen. Liegen die drei geocentri- 
schen Orte By B ^ B" nahe in einem grössten Kreise, so 
ist der Bogen B^ B eine kleine Grösse höherer Ordnung 
als sweiter; die dargestellte Methode der Bahnbesiinmiung 
ist daher nicht anwendbar. Dieser Fall tritt dann immer 
ein , wenn die Neigung der Bahn sehr klein ist (oder nahe 
180" beü'ägt). 

18. 

Zur Eriftutemng dieser Methode soll folgendes von 

Gauss gegebenes Beispiel dienen*). Für den Planeten 
Juno sind als Beobachtungen und zugehörige Erdorte 
gegeben: 

1804 Oct. 5.458644 

JJeobachtuiigszeiteu 421885 

auf den Pariser 
Meridian redneirt. 27.393077 



A 


= 3540 44' 31".60 


ß =- 


40 59' 31".06 


A' 


= 352" 34' 22". 12 




6«2l'55".07* 


r 


« aöP 34' 30 ".Ol 


r 


7» 17' Ö0".9ö 


L 


12»28'27".76 


logÄ 


»9.9996826 


V 


= 24*19' 49^.05 


log/r 


9.9980979 


L" 


= 34« 16' 9".65 


log R " 


9.9969678, 



*) Eine solche Bahnbestitnmong maes mit aller Sehttrfe gerechnet 
werden. 
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welche Grössen auf das mittlere ij'rühlings - Aequinox 18ü5.0 
bezogen sind. Damit erhält man 

log tang / 9.871B2Ö9, X^P2Sr 49".34 
|S,^ =^ _ 6« 34' 3r.394 



log (lo = 


7.Gri53221 


b = 


38.4;US7 


c = 


77.976545 


logi?« 


2.0352814 


R cos & «B 


0.8413488 




78.817894 


logflT' — : 


9.7262084. 



Setzt man 
so wird 

log A = 9.6317132 log 2/ = 0.3290193 
lüg A" = 9.7331305 log B" = 0.6134162 
log N :If' = 9.6657486 log N" : N' = 9.7441299 
log 9.2343285 log 9^ » 9.3134303. 
Alle diese Zahlen sind von den verschiedenen Hypothesen 
für P und 0 unabhängig. 

In erster Hypothese setze man: 

log P = 0.0791018, log Q -» 8.5477588, 
damit erhält man 

A » 2.189052 
log ^»110.1311211. 

Nun lö8C man die Gleichung 

nach x' auf. Für die kleinen riancten liegt r = ya'^ -|- x"^ 
ungefähr zwischen 2 und 3. Ein Mittelwerth von ist 17, ' 
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Man setze nnn 3 log r' » 1.00 und 3 log r* ^IJ30\ damit 
erhält man af » 2.054 nnd x' » 2.12L 

Substitiürt man diese AVerthe in die obige Gleichung, 
so erhält man — 0.(X)66 und — 0.Ü613 als Fehler, und da- 
mit nach der reguia falsi x' = 2.0459 als genaueren Werth, • 
aus welchem af » 2.045902 als definitiver Werth von er- 
halten wird. Nun wird 

log 9 = 0.0781403, log r' = 0.3251111 
log Q = 0.0651853, log q" = 0.0961795 
/ = 2«56' 7".96 

r e« 67' i5".i9 

r — 10» 22' 37".72 

log tang h =n 8.6769275 log /• = 0.3299972 
log tang b' = n 8.8013853 log ; ' = 0.B251113 
log tang r « n 8.8835959 log r" » 0.3212583. 
Aus /, f\ tang h, tang h" erhält man 
ß = 171» 5' 46".47 
i — 130 2- 3r.68 
und damit log tang b' = n 8.8013852. Die Ucbercinstim- 
mung der beiden Werthe von log r' und log tang b' dient 
ab Gontrole. 

Nun erh&lt man u 192«' 36^.96 und 

* 

— ti ««2/-"=4» 6'44".53 
„" — = 2f =30 29' 47".09 
n" — H= 2/ ' = V 36' 31".62. 
Aus r, r' f" und %f' erhält man log y" » 0.0003191. 
Aus f^, 1^, /und » erhält man log y » 0.0002285. 
Damit erhält man folgende Werthe von P und Q 
log /> = 0.0790112, log 0 == 8.5476184, 
dabei weicht log P von dem früheren um 906, log Q um 
1404 Einheiten der siebenten Decimale ab. Mit diesen 
neuen Werthen von P und Q wiederhole man die Rechnung. 
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Es wird 

X 2.192683, log fi n 0.1309601 
und damit 

X 2.050484 , log ; ' = 0.3260214 
log q' = 0.0797892 
log Q » 0.0666682, log p ' » 0.0979442 
/ — 20 Ö5' 13".7l 
r== 6»55'24".83 
r= 10" 19' 56" .40 
lüg tang b 8.G7760<)6, log r = 0.3307925 

log tang b' 8.8021271 , log r' » 0.3260214 
log tang b" ^ n 8.8843618, log r"» 0.3222617. 
Aus /, r', tang b, tang //' erhält man 
,i7 = 171" 7' 53".84 
i = 13" 6' .54".20 
nnd damit log tang b' 8.8021268 als Controle. Femer wird 
u — 192<» 5' 43".45 und 

tt' — « — 2r«»4ö 6'ör.31 
u — tt ==3" 28' 58".56 

u —u=2f'=V 34' 49".87 
log y » 0.0002270, log y " » 0.0003172. 
Damit erhält man folgende neue Werthe von P und Q 
log P « 0.0790116, log Q « 8.5476326 , 
welche von den vorigen resp. nm 4 und 142 Einlieiten der 
siebenten Decimale abweichen. Diese Unterschiede sind so 
klein, dass eine nochmalige Wiederholung der Rechnung 
nicht mehr nöthig ist. Der grössere Unterschied in log 
hat, da Q nur eme kleine Grösse zweier Ordnung ist, auf 
die Rechnung keinen Einfluss. 

Wegen der Kleinheit der helioccntrischen Bewegung 
rechne man r, r'\ u" — u und die Elemente in der Bahn. 
Diese Berechnung ist im Beispiele des Art 6. durohgeiUhrt. 
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AuB u und V erhält man 

tt — i; « /7 ~ Q 241« 9' 34."06. 

Stellt man die gcfundoncn Elemente zusammen, bo erhält 
man für den Planeten Juno folgende Elemente: 
Epoche 1804, Oet. 5. 458644 

n — 312« ir 27".90 
Ä — m« 7'58".84 
13« e'54".20 

IJL = 824".9663 
log a = 0.4223802. 
Zur Controle rechne man ans den erhaltenen Elemen- 
ten den mittleren Ort. Die nutflere Bewegung zwischen der . 
ersten und zweiten Beobachtung beträgt fif ^ 9869^.27 
= 2^ 44' 29".27, damit erhält man durch Addition zur Grösse 
M die mittlere Anomalie 

jl/' = 332«28'32".ll, 
und aus dieser nach Art. 3. 

r — 324« 16' 33".30 
»'«316« 2^ 0^.76 
log r' 0.3260215. 
Aus v' erhält man u und damit nach (1) und (2) des 
Art. 10. die heliocentrische Länge und Breite /' und b\ 
Aus h' und r erhält man nach (ö) des Art 11. dio 
Coordinaten a?'^ y\ z\ 

Alis r und v' erhftlt man die Coordinaten x', y\ z, auch 
nach Art. 12. 

Aus den heliocentrischen Coordinaten erhält man die 
geocentrischen und damit 

X = 352« 34' 22".22 
/r-»-6«2r55".08 
log (»'«0.0797896. 5 
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Der Fehler in A' beträgt O' .IO, der Fehler in (i beträgt 
0".01. Man sieht, wie genaa in dieBem Beispiele die zweite 

Hypothese für P und Q die Beobachtungen darstellt. Bei 
grösseren Zwisclienzeiten, etwa von hundert Tagen, werden 
selbst bei einer völlig unbekannten Bahn nur drei oder 
höchstens vier Hypothesen erforderlich sein. In diesem 
Falle besitzt man aber in der Rogel bereits genäherte Ele- 
mente, aus welchen man sich die erste Hypothese für P 
und i> ableitet. 



Zweiter Abscbuitt. 

Bestimmung einer parabolischen Bahn aus droi geocentriachen 
Beobachtungen nach der Methode von Olbers. 

19. 

Elirainirt man aus den Gleichungen (3), (4) und (5) des 
Art. 14. die Grössen n q und n Ji*), so erhält man fol- 
gende Gleichnng 

(taug /T sin (A — Z') — > tang ß sin (k' t)) 
+ »" q " (tang ß' sin {A"~ L') - tang /T' sin (A' — L')) 
-nR tang ß' sin (Z' — -f R" tang ß' sin (Z" ~ Z')=0, 
oder indem man das Verliältniss q" : q bestimmt, 

p" n tanp ß' sin (X — L') — tniifj ß sin ' X' — L') 

^ * Q n" tang ß" sin (x' — L') — tang ß' sin {X" — //) 

(— H /{ sin (// — /^) + «" '^"jin (^" — j^)) ß' 
(tang ^" sin (A' — J^T— tang ^' bin (A" — /»')) n" 9 

Das zweite Glied des Verhältnisses ^ ist 

tanp^ ß' n sin (Z»' — L) 



9 (tang ß" sin (A' — i»') — tang ß' sin (A' 

Nun ist 

7?" si n {L" - //) /r/?"8in (/;'— //) _ N_ 
Ii Biü\L' — L)'^R Ii' Bin (// iV"' 

*) Yergl. die AUeitang der Oleiobimg (18) des Art. 16. 
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. Die Verhältnisse j^t ^ weichen von den Verhältnissen 
= —rr der Zwischenzeiten nnr um Grössen der zweiten 
Ordnung ab. Der Factor ^ — 4^ zweiten Gliedes 

von y ist daher von der zweiten Ordnung^ der Zähler des 

ersten Factors dieses Gliedes d. i. die Grösse 

tang ß' R sin {L' — l) 
ist eine kleine Grösse erster Ordnung; der Nenner 

= Q (tang ß" sin (A — Z') — tang ß' sin (A" - L')) 
ebenfalls von der ersten Ordnung; denn dieser Ausdruck 
redudrt sich durch Einführung Ton Hftlfsgrössen / und X' 
auf: — tang ./ sin (Z' — JT) sin (A" — A'), Der erste Factor 
ist daher eine endliche Grösse.' 

Bs ist daher das zw^te Glied des Verhältnisses ^ in 

der Gleichung (1) eine kleine Grösse der zweiten Ordnung. 
Vernachlässigt man daher dieses GUed| und setzt im ersten 

Gliede statt ^ die Grösse so erhält man, bis auf 

einen Fehler zweiter Ordnung genau, 

/p\ e ' t tang sin jl — L') — tang ß sin (X' — Z^ 

7 1" * üäif Bin (V — L') — tang siaW^^) * 

oder q" = M q, wo die Bedeutung von M War ist. 

l^ach Art. 11. ist, zufolge der Gleichung (8), 

(3) r» — + 2ä cos (A — Z) p + sec fi^ ^«5 
ebenso 

(4) r"2 — Ä"« H- 2 cos (r — Z") p -f- sec /3"» » p». 

Bedeutet 5 die Sehne zwischen dem ersten und dritten 
Orte des Himmelskörpers, so ist 

— a?"» + + + + + — 2 («r"+ yu''+ zz") 
« + r"* - 2 + yi/" + rz"). 
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Setzt man statt x, y, z\ x'\ y**, 2' ihre Werthe durch 
die geocentrischen Coordinaten ausgedruckt; so erhält man 

(5) «2 = _|_ r"t 2 ER" cos (Z"— Z) — 2 (7/ J/ cos (A"— Z) 
+ Ä"cos (A - Z")) 9—2 (cos (A"— k) -f tang^tang/3") /V^«. 

Ist t' die Zwischenzeit zwischen der ersten und dritten 
Beobachtung, so folgt nach der Lambertfschen Formel 

(6) 6 Arf' « (r -f r" + s)^ + (r + r" — 

Denkt man sicli aus den Gleichungen (3), (4), (5) die 
Werthe von r, r", s in die Lambert^sche Gleichung (G) ge- 
setzt, so geht diese in eine Gleichung Uberi welche hlos 
die Unbekannte q enthftlt. Aus dieser Gleichung hat man 
daher diese Unbekannte zu bestimmen. Diese Bestimmung 
gescliieht am einfachsten durch Versuche. Man niuunt für 
p einen Werth au, rechnet damit nach (3), (4), (ö) die 
Grössen r, K', $ und sieht, ob der Lambert'schen ^rmel 
(C) genügt wird. Man ändert nun g so lange, bis die 
Gleichung (0) erfüllt wird. Ans zwei Annahmen für (Jj 
welche bereits der Wahrheit ziemlich nahe kommen, erhält 
man durch die regula falsi einen genauen Werth von q. 
Aus ^ erhält man ff^Mg, 

Mit den Grössen ^, g" und den geocentrischen Längen 
und Breiten rechne man r, l, b; r\ 1", h" und hierauf nach 
Art. 13. und Art. (3. die Bahnelemcnte. 

Mit den gefundenen Elementen rechne man den Ort 
« des Hinunelskörpers zur Zeit der mittleren Beobachtung. 
Stimmt dieser mit dem beobachteten überein, so ist die 
Rechnung beendet; weicht aber der berechnete Ort von 
dem beobachteten um mehr als die möglichen Beobach- 
tungsfehler ab, so verändere man die Grösse M so lange, 
bis die Darstellung des mittleren Ortes innerhalb der Grenze 
der Beobachtungsfehler gelingt Man kann auch hier die 
reguia feM anwenden. 
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20. 

Wie man ersiehti bestellt der Nerv der Olbers'schen 
Methode, welche auBschlieBsiich bei Kometenbahnen ange- 
wendet wird, in der Bestimmung des Verhältnisses q" : g 
und in der Anwendung dor Lambert'schen Formel. Für 
das VerhältnisB ^" : q wnrde die Annahme gemacht, dass 
man für n" *, n und N" : N das Verhältniss der Zwischen- 
zeiten setzen könne, diese Annahme ist identisch mit der 
Voraussetzung, dass die Sehnen der Kometenbahn und der 
Erdbahn zwischen den äussersten Beobachtungen von den 
mittleren Radien Vectoren in dem Verhältnisse der Zeiten 
geschmtten werden , wie man ans n'* : n r sin (ti' — v)x 
r"8iii und iT : Ä sin (Z'— Z) : IT sin (Z"-.Z') 

ersieht. Für die Konictcnbahn haben bereits Euler und 
Lambert diese Voraussetzung gemacht. O Ibers dehnte 
diese Voraussetzung auch auf die Erdbahn aus und erhielt 
dadurch diese höchst einfache Methode der Berechnung 
einer Kometenbahn. 

81. 

Zur Erläuterung dieser Methode soll ein von Gauss 
gegebenes Beispiel dienen*). Für den zweiten Kometen 
vom Jahre 1813 hat man folgende Angaben. 

Mittlere Göttinger Zeit. Länge. Ureite. 

1813 April 7. 55(K:)2 A =27 IMG' 38" ß = + 29*» 2' 0" 
14.54694 A' 2ÜÖ<> 27 22" jS' — + 22« 52' 18 " 
21.59931 A"-«256<»48' 8" /T' — + 9» 53' 12" 
Z —197» 47' 41' logÄ —0.00091 

/; = 204» 38' 45" log ^ 0.00175 

r = 21 1^ 31' 25" log Ä" = 0.002G0. 

■"j l'ür Ivuiiiutciibahnen gcuügt häufig eine fünfstellige Rechnung. 
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Damit erhiüt man 

log M » 9.75799, ^kf ^ 14501 



r = ^1.00420 -f 0.56981 ^ + 1.30810 



i^'—yTÖlSOö + 0.81092 Q + 0.33805 (»^ 



« = J/0.Ü576Ö — 0.22389 p + 0.42612 V. 

Nun suche man (durch passende Wahl von q) die 
Werthe von r, r", s so zu bestimmen, dass der Gleichung 

(r + r" + — (r + f^' — *)4 — 6 Ä 1' « 0 

genügt wird. Setzt man ^ = 1 , so wird r = 1.70, r" = 1.47, 
Ä = 0.51 und X= •\- 1.27; also ist p zu gross. Setzt man 
p — ^, so wird r « 1.26, r" = 1.23, 5 = 0.23 und X — 
— 0.35; aUo ist p zn klein. Aus den beiden Werihen für 
X Bchliesst maD> dass ^ nahe = 0.6 ist* Man erhält nun 
mit den Werthen p « 0.60 und ^ » 0.65 
4» =0.60 . ^»=0.65 

r « 1.34797 r = 1.38830 

r" — 1^7290 r" = 1.29690 

« »0.27700 $ «0.30358 



X^ — 0.1055 .\ = + 0.0598 

und damit ^ = 0.632... Rechnet man nnn mit p = 0.632 
und p » 0.637^ so wird 

p « 0.632 p = 0.637 

r 1.373G4 r = 1.37770 

r"« 1.28824 r"«= 1.29065 

« — 0.29386 s = 0.29656 



-r«-~ 0.0125 ^ — + 0.0022 

und damit q = 0.63625 , woraus folgt 

log p 9.80364, log q" = 9.56163 
l « 225» 4' 22", log tang » » 9.42381, log r «= 0.13896 
r — 223« e' 56", log tong ft"-« 8.6931Ö, log r"« 0.11068. 
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Da / > r ist; 80 ist f > Damit erhält man 

a«42«40' 8" 
M = 164<' r>7' 1", w" = 177« 8' 36". ' • 
Damit erhält mau nach Art. 6. 

n ^ 247« 42' 25" 
log 9 = 0.08469. 
Für die Perihelzeit T erhiUt man 

auBV ... April 49.518 
aust;"... 7'= April 49.517 
also im Mittel T= Mai 19.5175. 
Berechnet man mit diesen Elementen den mittleren 
Kometenort (vergl. Art. 4.), so findet man 

X' « 266» 27' 15", /J' + 22» 52' 18". 
Die Länge stimmt bis auf T% die Breite vollkommen mit 
der Beobachtung überein 



Britter Abschnitt. 

Bestimmung: -einer eUiptiaolien. Belm aus vier geocentrischen 
Beobao]itmig«n, von denen nnr ewei vollBtändig sind. 

Die im ersten Abschnitte dargestellte Methode, eine 

elliptische Bahn zu bestimmen, ist — wie bereits im Art. 17. 
erwähnt wurde — in manchen Fällen nicht anwendbar. 
In solchen Fällen kann man ans vier Längen imd zwei 
Breiten die Balm bestimmend 

Es seien also vier geocentrische Beobachtungen ge- 
geben, der Bequemlichkeit der Rechnung halber werden 
die vier Längen und die beiden mittleren Breiten benützt ; 
die äussersten Breiten sind nicht erforderlich, dienen jedoch 
schliesslich als Controle der Rechnung. Die Bedeutung der 

Fbhoulot, Astronomie. 4 
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Buchstaben ist hier dieselbe, wie im ersten Abschnitte; 

d. h. es sind also 

ßf ß\t ßl) ß:i 

die Längen und Breiten des Himmelskörpers n. s. w. 
^017 ^02 7 • * Zwischensdten zwischen der ersten und 
zweiten ; ersten und dritten , . . . Beobachtung. Analog ist 

die Bedeutung von 

«0I> «02> • ' Pot9 Ifmf • • 

« 

als doppelte Dreiecksflitchen und Terhfiltnisse des ellipti- 
schen Sectors zum zugeiiürigen üreiecke. 

Nach Art K Gleichung (3) und (4) ist: 

^12 C08 A -j- Ä cos L) — 7io2 (Pi C08 A, -}- R^ cos Xj) 

-j- cos + B.^ cos Zo) = 0, 

sin il -f- Bin Z) — {Qi sin Aj 4* -^i ^in L^) 
+ «Ol (^2 + sin Zj) — 0. 

Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen die Grösse 
Q, so erhält man 

(1) Iii, B sin (/: — A) ito, sin (A^ _ A) + i^i sin (Xj — A» 

+ n,, sin (A, - A) + sin (L, - A)) - 0. 

Ebenso folgt aus der zweiten, dritten niid vierten Be- 
obachtung, indem man aus denselben Gleichungen des 
Art. 14. die Grösse ^3 eliminirt; 

(2) «23 (Q\ sin (^1 — -^3) + ^1 sin (Z, — A3)) 
—»13(^2 8>n (A.^— A3) -f sin (Zj— A3)) + «j^Ä^ sin (Z^— A3)— 0. 

Die Gleichung (1) läst sich umformen in 
„..ÄBin(X-A)-„„8i„(A.-A)coB/».(^ + j|^^I^,) 

+ »in - cos + .ä^^^) - 0 

oder in 
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«« ^ R Bin {L — X) n«, ^ cosftsin a,-X) / , /h^^i^t 
I _P2_ I /?t sin (/>g — ^ 

Setzt man analog mit der Qleidmi^ (10), Art. 15. 

so geht diese Oleichiing über in 

£'''-S*',(^.+*,)+*, + «, = 0, 



WO der Ethrse halber 

/f, sin (Lf — l) 



cos ^1 sin IX, — ij 



— J?j COS ^1 s=s 



RainiL — X) cos^, sinOj — X) 

cos sin {^a — co» /S, ain A) ~ 

i^TÄ sTiTciT^T) — ^2 cos « «2 

gesetzt wild. Setzt man »o ist nach der Glei- 

chung (12), Art 15. 



«öl ' 



WO die Bedeutung von klar ist 
Man erhält daher 

1+ k 

Setzt man ausserdem 

-X, — />, i, = c,, ^t, (1 + = rf,, 
so erhält man 

(3) x, = c, + ^JlS^-M—. 
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Auf dieselbe Art erhftlt man aus der Qleichang (2), 

- /?2 COS ^2 — ^2 



man 




/?j sin (//, — 




cos ^1 sin - 




/?8 sin — 


h) 


COS ^1 sin (X] - 


- h) 


sin (Zi — 





C08 ^1 ün (Ai — 1,) 



cos ^2 sin (i, — ij) 

/2j cos d, == X, , 



ferner 



— «1 — «'s A — C^t H (1 + ^2) = ^2t 

WO A BS ^ ist, setzt 

(4) ,,.=0,+ '''-^^^ 

Der Gang der liechnung ist nun derselbe wie im ersten 
Abschnitte: mau rechnet zuerst die Constanten 

»|> ar,! ffsi Vf ; bieranf verschafft man sich ans 
den genauen Werllien 

^ ^ ^Ol^it^i^ Q ^ fl3^t3^* 

^ ;/oi ytt cos /i, cos /; 2 cos Zu ' ' y»y*i n ''3C<>8/'«cofl/',3 cos^a 

in der ersten Hypothese die Werthe 

rechnet damit ^i/^jy Cj; 1^^®^ dann die Gleichungen 

(3) und (4) nach und auf. Diese Auflösung geschieht 
durch Versuche. Man erhält in der Regel schon Näherungs- 
werthe, wenn man = « 0 setzt , wodurch 

+ rf, (ft, + gt)-f <^ rff f» t _ g| + «<i (fti + ct) + </t <^ 

erhalten wird. Ist nun || ein Kähemngswertb von .r, , so 
setze man diesen in (3), erhält daraus ^2 = ^2; welcher 
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Werth in (4) gesetzt = Jf, gibt. Wiederholt man nun 
die Rechnung mit ar, = ^, -f- ? ^ erhalte man |^ 

-f- Vo lind :r, = A'i -|- Aus diesen Angaben erhält man 
nach der regula falsi*) 

«1 — 6i -f- Aj^r;^- * «2 «2 -h ,v,_y, 

Aus «I und «2 erhält man damit (wie im 

ersten Abschnitte) die heliocentrischen Orte Tj, r,; /|, /j» 
^, , ^2*1 damit die DifFerenz der wahren Anomalien — t^i 

s= «2 — W|, woraus dann folgt, wegen 

itm ' r sin (y, — u) ' 
«PI r sin i') 1 + 



(6) r sin (», - ») - UDd 



r sin («^2 — V) — 



oder da t;^ — = — -\- (vj — i;) ist, 
(6) rcos(t;|— tr)< 



Alis den Gleichungen (5) und (ü; erhält man r und 



Vi — V. 



Ebenso erhält man und — aus den Glei- 
chutagen 

0) r, .in (V, - V,) = 'l!L'i(-'._^) 



(8) ' j cos (dj — Dj) — -^j ' + ^ — cot (p, — »,) 



ftiiiii(Pt— 0|) 



*) Ks sind näuiUch =■ |i — Xi und /l' =» 4" ''i — (-^i ~f* ^%) 
4ie Fehler der ersten und swetten Svbstitiitioii. Die A«ndeniiige& der 
Usbekuinteii Xt und sind resp. Vi und v,. 
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Nun bestimme man, wie im ersten Abschnitte^ nene 
verbesserte Werthe von P, , 0{ > Oi'y '^^ letzter Hypothese 

i'iihre man die Dci cchnimg der Elemente zu Ende. Ist die 
hoUoceutrische Bewegung sehr klein, so kann man aus 
^9 ^9 — ^> ^03 Elemente in der Bahn rechnen. 

Mit den erhaltenen Elementen berechne man die beiden 
, äussersten Orte; man ersieht dann mit welchem Grade der 
Genattigkcit die äusscrsten Breiten durch die gefundenen 
Elemente dargestellt werden. 



Vierter Abschnitt. 
Ueber die Vorbereitungsreolmnzigen bei Bahnbestiipmungen. 

88. 

In den drei ersten Abschnitten wurde die Voranssetzunf; 

goiiiai lit, dasö die zur Balinbcstiinniung verwendeten Beob- 
achtungen die wahren geoccntrischcn Orte (Länge und Breite) 
des Himmelskörpers seien. Die Beobachtungen, wie sie 
unmittelbar gegeben sind, sind scheinbare Bectascensionen 
und Declinationen ; es sind daher eine Reihe von Vorberei- 
tungbrechnun^cn nöthig, um dieselben in ^cocentrisclie 
Länge und Breite zu verwandeln. Es soll daher hier zu- 
nächst die Theorie dieser Rechnungen gegeben werden. 

I. Verwandlung von Kectascension und 
Deolination in Länge und Breite und umgekehrt. 

8i. 

Es seien d die Rectascension und DecHnation, Xy ß 

die Länge und Breite eines Sterns, s die Schiefe der Ecliptik. 

Aus dem sphärischen Dreiecke zwischen Wcltpol, Pol 
der Eksliptik imd Stern folgt nach den drei Fundamental- 
gleichungen der sphärischen Trigonometrie: 
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1) Gegeben sei a, ^; man bestinune ß» 
cos XcoBß — eo9aeo9 9 

sin l cos /) •« sin d sin e -|- cos S cos c sin a 

sin ß = üin d cos s — cos d sin « sin ct. 

Setzt man cos d sin a =^ m sin J/ 

sin d B m cos M, 

so wird 

sin A cos » m sin ( Jf > Bin /) s m cos (M -f- e), 

also 

(1) tang i - tang « 

(2) «nß^ sin ö + ■ 

^ , COS ' 

wo tang ^ » sin ff cot d ist. 

M wird in doinjenigcn Quadranten gonomnicri, für 
welchen m positiv ist. Ais Controle der iieclinuDg kann 
die Gleichung 

tang /)<->> sin A cot {M -f- 

benutzt werden. 

2) Gegeben sei ß\ man bestiiuuic a, d. 
cos a cos d = cos A cos 

sin a cos d ■>= — slnß sin'e -|- cos sin A cos £ 

sin d sss sin /3 cos £ -|~ '^üi A sin a. 
Setzt man sin ß = n sin iV 

CDS sin A » it cos üi^, 

so wird 

/ 1 \ • * • Ä sin (iV 4- f ) 

(4) smo^sinp — ' , 

wo tangJV«=^^ ist. 

° sin ^, 

Als Conti'olo dient die Gleichung 

tang d »B Bin « tang (A -f- 
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II. Parallaxe. 

Unter Parallaxe eines Planeten oder Kometen ver- 
steht man die Orts Veränderung, welehc der lliniraelskörpcr 
erleidet, wenn man denselben statt vom Mittclpuncte der 
Erde von einem Puncte der Oberfläche der £rde aas beob- 
achtet. Die Erde kann man, wegen der Kleinheit der 
Parallaxe, als eine Kugel betrachten. 

Man denke sich ein Coordinatensystem , in welchem der 
Aequator dip x^- Ebene, der Mittelponct der Erde der 
Goordinaten-Anfangspunot ist. Die positive o;- Axe sei nach 
dem Frühlings puncte, die positive ^-Axenach dem Puncte 

90" Rectasccnsion gerichtet. Sind A', V, Z die Coordiuaten 
des Beobachtungsortes, so ist 

^ a p cos 9 cos 9, F=s p cos ^ sin 6, Z ^ q an^, 

wo Q den Radius der Erde, q) die geographische Breite 
und 0 die Sternzeit des Beobachtungsortes bedeutet. 

Sind X, y, z die Ooordinaten. des Himmelskörpers; d 
die Rectascension und Declination, d die Entfernung vom 

Ursprünge, so ist 

^ cos d cos a, y =^ ^ cos d sin a, /l sin d. 

Legt man durch den Beobachtnngsort ein zweites piuralieles 

Axensystem, sind Xj y , z' die Ooordinaten und (^', di • 
die mit der Parallaxe behaftete Rectascension, Dcclinatiou 
und Entfeiiiung des Himmeiskörpers, so ist 
x'^J' cos cos ^ cos d' sin «', :^ ^ ^ sin d*. 

Aus == -f- JT, y = j/'-f J', z = folgt 

(1) A cos d' cos «' = z/ cos d cos « — p cos 9 cos ® 

(2) A cos d' sin a SB ^ oos d sin « — p cos.^ sin B 

(3) ^ sin d' ■« ^ sin d — p sin 9; 
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Ans diesen Gleichungen erhält man tf", d', A ans d, ^ 
und umgekehrt. Bequemer ist es aber unmittelbar d — 

d* — d zu bestimmen. 

Multiplicirt man (1) mit — sin (2) mit + cos a und 
addirt die Prodncte, so erhält man 

^ cos d* sin (et' — a) = — q cos (jp sin {ß — a), 
Multiplicirt man (1) mit -}- cos a, (2) mit -j- sin a und addirt 
die Producte, so erhalt man 

^ cos d' cos (a — a) 8s ^ cos d — ^ cos ^ cos — a). 
Dividirt man die beiden letzten Gleichungen, so wird' 



Setat man cos (« — «) 1 — 2 sin i (a' — »«)^, so 

geht die vorletzte Gleichung über in 

zT cos d' " . / cos d — q cos 9 cos {ß — a) 
4.2^cosd'sini(«'^«)« 
« ^ cos d — p cos 9) cos — a) 
+ cos d* 8in((e' — «) tang I («' — «) 



tang («' — «) = 



— p cos <p sin — «) 



Jew0 — (COS 9>cos(0 — «)* 



™ ^ cos d — g cos 95 (cos {0 — «) 



4- sin (0 — a) tang ^ («' — ) 




iSetzt man der Kürze halber 




m sin ^ — sin 9) 



so wird 

/f cos d* a=s ^/ cos d — p m cos y 

. /' .sin d' = J sin (3 — 9 sin 
woraus ähnlich wie früher folgt 
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Die Grösse /f wird nicht benöthigt 

Die Grössen rt* — if , ^ — ^ sind in der Regel sehr 

klein, man kann daini statt der Tangenten die Röpsen setzen. 
Bezeichnet man die mittlere Entfernung der Erde von der 
Sonne mit i^, so ist 

d J'.H 

q: H ist der Sinus des Winkels, unter welchem der Radius 
der Erde von der Sonne aus erscheint, d. i. die Horizon- 
talparallaxe der Sonne; bezeichnet man dieselbe mit x, 
so ist 

^ = sin ;r =ss da ä = 8".9 ist. 
Die Größse ^1 drückt man immer in Theilen von Jl aus 
und bezeiclinet diese Zahl mit z/, so dass man statt ^ 
die Grosso ^ setzen kann. Berücksichtiget man ferner, dass 
ist, wenn x gegen b sehr klein ist, so erhält 
man für die Grössen a d' — d die Ausdrücke 

« cos m sin (S — a) 

a — « = ^ ^1 • 

d cos o 

^. ^ __j . « »in tp bi n (y — 9) 

d sin y ' 

wenn man ausserdem statt % — \^ -V ^ die Grössen 
B — a setzt Die letzteren Ausdrücke erhält man etwas 
einfacher, wenn man in cos d' cos (a' — «) die Grösse 

cos («' — nr) = 1 setzt. Da n in Secunden ausgedrückt ist, 
so erhält man dadurch a — et, d' — 6 unmittelbar in Se- 
cunden ausgedrückt. 

Der Winkel B — «e ist der Stundenwinkel der Beob- 
achtung, für den Meridian ist derselbe » 0, also 

«'-«-0, ^-^ «^ia]^)^ 
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Setzt man in den gefundenen Ausdrfleken statt der 
Rectascension nnd Declination die Länge und Breite des 

Gestirns, und nimmt statt 0 und cp die daraus nach Art. 24. 
berechnete Länge / und Breite b des Bcobachtungsortes, 
80 erhält man die Ausdrücke für die Parallaxe in Länge 
nnd Breite. 

86. 

Die im vorigen Art. erhaltenen Ausdrücke für die 
Parallaxe setzen die Entfernung ^ des Gestirns als bekannt 

voraus, für eine erste Bahnbestimmung kann daher diese 
lieduetion nicht durchgeführt werden. 

Will man dennoch die Parallaxe berücksichtigen, so 
kann man sich der folgenden (von Gauss gegebenen) Mc^ 

thodo bedienen. 

Gauss fuhrt nämlich statt des ßcubachtungsortes den 
Durchschnittspnnct F der von dem Boobachtungsorte nach 
dem Gestirne gezogenen Itichtungslinie mit der Ecliptik dn. 

Es seien /, b, ^ die Länge, Breite und Distanz des 

Bcobachtungsortes auf den Mittel- 
punct der Erde bezogen. 
X, ß, die Länge, Breite und Distanz des 

Gestirns in Bezug auf den Beob- 

« 

achtungöort. 
.t, ß, B die l^liocentrische Länge, Breite 
nnd Distanz des Mittelpnnctes der 
Erde. 

y/, ß , R dieselben Grössen des Punctes F, 
wo also B' sssO ist. 
J ö die Distanz des Gestirns vom Puncto F. 
Nun bestimme man die rechtwinkligen Coordinaten {, 
1}, S des Beobachtungsortes in Bezug auf die Sonne als 
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Ooordinaten* Anfang und ein Azensystem wie in Art. 11. 
Diese Bestimmnug kann aof aweifaohe Art durchgeführt 

werden : 

1) Man gehe von der Sonne cum Puncte F und von 
F zum Beobachtungsort, man erhftit für die Ooordinaten 

tj, g die Werthe 

5 =s jß' COÖ -f" ^ ß ^^^^ ^ 
1} B sin Zr' -|~ ^ sin A 

2) Man ^^ehe von der Sonne zum Mittclpunctc der Erde 
und von diesem Punete zum Beobacbtungsort^ man erhält 
dadurch 

^ = BeoB B cos L -\- Q eosb cos / 
1} » cos ^ sin Z -|- p cos 6 sin / 

^ = Rsin B Q sin b. 

Durch Gleichstellung dieser Ausdrücke ergicbt sich durch 
eine ähnliche Rechnung wie im vorigen Artikel, wenn man 
statt cos B, cos (L' — L) die EUnheit, statt sin Bf sin {V — L) 
die Bögen By L' — l setzt 

JJ* aas ^ ;r cos cos (/ — L) — cos (A — L) 
f, j j > cos 6 aiu (f — A) — fi ain — Z.) 

L — L ^ - ; , 

wo SS {ßB -|- « sin cot /3 ist. 

Behält man in H die Grössen ic und \l in Secunden 
bei, so ist 

* Ä' n I ^"'^ ^ ^ ) ^ — 

• 206265 

Die Grösse d — — ^ wird dadurch «■ ssssr — «• 

cos p S06865 cos p 

Da das Licht die mittlere Entfernung der ii^rde von 
der Sonne in 493 Seounden anrOckl^t, so braucht es um 
die Distanz d zurückaulegen die Zeit 
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diese Zeit mass zur Beobachtongszeit addirt werden , um 

die entsprechende Zeit für den Punct F zu erhalten. 

Beispiel. 

X=«354»45', /3« — 4»59'.5, /«24«29', * = 46«»53' 

/;« 120 29', ^== + 0".49, log = 9.9995, ;r = 8".ö. 

Daraus folgt log n 1.8891 , und damit 

log sr cos d cos (/ — L) sin T «« 5.4452 
log fi coB (A — Z) sin 1" » n 6.5536 
Zahl = + 0.0000279 , Zahl = — 0.0003577 
Ä' — Ä = 0.0003856, 

log *^^^'^ ^^--^^ ^0.0675, log <!^^-^;=iA)« 1.3732 

Zahl + 1".22, Zahl = + 23".61 

Z' — Z — — 22".39; 
Reduction der Zeit =» — 0.19 Secunden, also yerschwindend. 

III. Aberration des Lichts. 

Unter Aberration versteht man jene scheinbare Orts- 

verändernng, welche ein Gestirn in Folge der Bewegung 
der Erde und der endlichen Geschwindigkeit des Lichts 
erleidet. 

Die Ortsyeribiderting; welche in Folge der j&hrlichen 
Bewegung der Erde um die Sonne entsteht, heisst die 

jährliche, jene Orts Veränderung, welche in Folge der 
Axendrehung der Erde entsteht, die tägliche Aberration; 
wegen der Kleinheit der letzteren soll hier nur die erstere 
behandelt werden. Bei dieser Untersuchung genügt es die 
Erdbahn als einen Kreis mit dem Radius i2»der mitt- 
leren Entfernung vorauszusetzen. 
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ng. 6. Es sei (Fig. 6) S ein Stern in der 

Richtung b a S., legt das Licht den Weg 
ab zurück j wülireiul die Erde") den 
Weg cb macht, so muss das Fernrohr 
in die Lage c a gebracht werden, so dass 
a das Objectiy und e das Ocular vor- 
stellt: denn in dieser Lage bldbt das 
Licht beständig in der Axe des Fern- 
rohres. Ist nämlich das Fernrohr in die parallele Lage 
nn' gekommen, und ist m der Durchschnitt der Geraden 
nn' und a^, so folgt 

af?i:ab = cn:rb 

odör amientraab'.cb— Verh&ltniss der Geschwindig- 
keiten des Lichtes und der Erde. 

Ist daher Ä fl' II c a, so sieht man den Stern in der 
Richtung b a etwa in 5' ; es erleidet daher der Stern eine 
Ortsveränderung, welche gleich ist dem Winkel &=SbS'=> 
abä* Der grösste Werth dieses Winkels ist bestimmt durch 

tang®— j| 

d. i. durch das Verhältniss der Geschwindigkeiten der Erde 
und des Lichtes; setzt man für diese ihre Werthe, so er- 
hält man ® » 20 ".2ö. 

28. 

Um den £influ8S der Aberration anf die Länge und 
Br^te eines Fixsternes zu bestimmen: sei L die beliocen- 
trische Länge des Punctes L-{-w die Länge des Panctesft; 

T die Zeit, während die f>de von c nach h gelangt oder 
das Licht den Weg a b zurücklegt; (n. die Geschwindigkeit 

*) D. i. der Mittelpunct der Erde, in welchem das Auge des 
Beobachten Toranaf^eUt wird. 
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des Lichtes I l^ea^ba' die Länge des Fernrohres. £s 
seien femer 

Xj ß die wahre, dnrch die Richtung b «, 

k'f fi' die scheinbare, durch die Richtung c a jj^Oa bestimmte, 
Länge und Breite des Sternes. 

Man lege durch den Punct c ein Axensystem, in welchem 
(wie in Art. 11) diea;-Axe nach dem Frühlings punctc , die 
y-Axe nach dem Punctc 9(/' Länge gerichtet ist, und be- 
stimme die Coordinaten des Puuctes a. Dieses kann auf 
zweifache Art gesehen. 

1) Man erhält unmittelbar 

/ cos ß' cos A', / cos ß' sin A', / sin 
als Coordinaten von 

2) Man gehe von c zum Punct b und von b zum Punct a. 

Da die Gerade c h (als Tangente an die Erdbahn im 
Puncto c) mit der x Axc den Winkel 90^ -\- L bildet, so 
sind c * cos (90« + Z), cb sin (90"^ -|- i«), 0 oder, wegen 

die Coordinaten des Punctee b. 
Ferner sind, wegen ab = fitf 

T cos ß cos (IT cos ß Bin X, (IT sin ß 
die Coordinaten von a in Bezug auf b als Anfang. 

Es sind daher 

JR w Bin L -\- (i T cos ß cos A 
— Rw cos Z + I* T cos ^ sin A 

ftt siaß 

die Coordinaten von a in Bezug auf c als Anfang. 

Man erhält daher durch Gleichstellung dieser Werthe 
/ cos ff cos A == ^ T cos ß cos A — Ii sin L w 

/ OOS /3' sin « ft T cos ^ sin A + ^ OOS ^ ^ 
/ sin /f' » T sin /}. 
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Der Quotient ~ ist die Winkel -Geschwindigkeit der 

Erde um die Sonne. Ist die Secunde die Zeiteinheit, so 
folgt, da die tftgliche Bewegung der Erde um die Sonne 

= 51)' 8". 2 beträgt, für die Bewegung in einer 



S65.8664 

Zeitsecnnde « -l/^J =-0\041067, welche Grdsse hierin 

OO40U 

Theile des Ualbmessers zu verwandeln ist. 

Aus den obigen Gleichungen folgt auf die bekannte 

Weise 

- A « ^ cos {£ ~ A) sec ^ 

^ — |S =» ^ . ein (Z — A) sin ß. 

Da — = Anzahl der Zeitsccundcn . in welcher dau Licht 

die Entfernung R zurücklegt 493.2 Secunden (nach De- 
lambre), so ist 

^ . « 493.2 X 0".041067 « 20".2ö = C, 

welcher Ausdruck in Secunden beibehalten wird , um A' — 

ß' — ß unmittelbar in Secunden zu erhalten. Es ist daher 

r — A» 20".25cos(X- X)6ecß 
/J'~ /J « 2(y'.25 sin (Z — A) üd ß. 

Zusatz I. Man denke sich an der Ilimmelskugel 
ein Coordinatensy Stern j den wahren Ort A, ß des Sterns als 
Ooordinaten- Anfang, die Berühmngsebene an die Kugel 
als Ebene, die x Axe parallel zur Ecliptik. Die Ooor- 
dinaten 11 des Punktes A', ß' werden 

I = (A' — A) cos /J « C cos (Z — A)*) 
iy « ^ — /J — (7 sin (Z — A) sin /l. 



*) Tat t der Bogen eines Parallelkreiies, L der sugehSrige des 
grosBten Kreises, ip der Abstand beider Kreise, so ist /«s £ cos 9. 
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Aus diesen Gleichungen folgt 

d. h. der scheinbare Ort X', ß' eines Sternes beschreibt um 
den wahren Ort A, ß auf der Himmelskugel in einem Jahre 
eine Ellipse, deren Axen 2C,2C «m ß sind. 

Znsatz 2. Unter jährlicher Parallaxe der Fix- 
sterne versteht man jene Ortveränderung, welche die Sterne 
erleiden, indem mau sie statt von der ruhenden Sonne von 
der um letztere sich bewegenden Erde aus beobachtet. 

Sind ß, ^ die heliocentrische; X yß\ /f die geocen- 

trisclie Länge, lireilo und Distanz eines Sternes, so ist 
/l' cos ßl cos X = /J cos ß cos A — R cos L 
^ cos sin SB z/ cos sin A — R sin L 
^ sin /}' anß, 
woraus folgt 

A' — A — — sin (Z — A) sec ß 
/3' — /3 = Z> cos — A) sin ß, 

wo i> M sin 2> » ~ gesetzt wurde. Die Grösse J> hmsst 

die jährliche Parallaxe der Fixsterne. 

Setzt man in den Formeln für die Aberration statt L 

die Grösse 90" -f- L, statt C die Grösse D, so erhält man 
die Ausdrücke für die Parallaxe. Der Verlauf der beiden 
Erscheinungen ist also im allgemeinen derselbe, nur sind 
sie um ein Vierteljahr Terachieden. 

Die Erscheinung der Aberration wurde von dem eng- 
lischen Astronomen James Bradley beim Suchen nach 
der Parallaxe der Fixsterne entdeckt und erklärt. 
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29. 

Hat das Gestirn eine eigene Bewegung, wie dies bei 
den Planeten und Kometen der Fall ist, so geschieht die 
Berechnung der Aberration anders. 

Es seien (Fig. 7) S, A die Orte des 
Uimiuelskörpers und des Objectivs zur 
Zeit J; 9f a die resp. Orte zur Zeit wo 
t — 7* die Zeit ist, während welcher das 
Licht den Weg Sa, die Erde den Weg Aa 
zurücklegt. Der Lichtstrald SA trillt das 
Objectiv nicht, sondern der Strahl Sa\ 
damit dieser in das Auge des Beobachters 
kommt y muss das Femrohr die Richtung e a haben^ wo 
eh-^aa* der Weg der Erde in der 2ieit ist, während 
das Licht den Weg ah zurücklegt. Ist die Zeit, zu 
welcher das Licht das Ocular h erreicht, d. Ii. die ßeob- 
achtnngszeity so ist, weil man innerhalb der kleinen Zeit 
t — r die Bewegung der Erde geradlinig und gleichförmig 
betrachten kann, und das Licht eine constante Geschwindig- 
keit hat 

Aa: a n = t — T : f ^ t 
Sa: a b ^ t — T l — t, 

also Aai aa' ^ S ai abf xmA '^AaS'BBi ab ist^ 
so folgt SA b oder ac^ d. h. 

Der scheinbare Ort des Gestirns zur Zeit /' ist gleich 
dem wahren Orte zur Zeit T, Setzt man Sb=:^^ so ist 
die Zeit x^Bst — welche das Licht braucht, um den 
Weg J KurOcksulegen = 493'.2 also 

Daraus ergeben sich folgende Regeln der Berück- 
sichtigung der Aberaation: 
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1) Man nehme statt der Beobachtungweit i die Zeit 

2) Man befreie den beobacliteten Ort von der dnrch 

die Formeln des Art. 28 bestimmten Fixstern- Aberration, 
wodurch man die Richtung ha erhält; diese Richtung ist 
diejenige, in welcher man den wahren Ort S des Oestims 
zur Zeit T von dem Orte h der Erde znr Zeit i erblickt. 
Diese Methode ist bei einer ersten Bahnbestimmnng die 
bequemste. 

IV* Prftcession und Nntation. 

80« 

Unter Präcession und Nntation versteht man den 
Inbegriff aller Ver&nderungen, welche der Aequator nnd 

die Ecliptik in ihren Lagen erleiden. Diese Veränderungen 
sind eine Folge der Anziehung des Mondes , der Sonne und 
der grösseren Planeten auf die abgeplattete und um ihre Axe 
rotirende Erde. Diese Verftndeningen sind theils (hanpt- 
sftchlich) der Zeit proportional , theils periodisch; erstere 
heissen Präcession, letztere Nutation. 

Die Präcession besteht in dem Zurückgehen der Nacht- 
gldchenpnnkte nnd der Veränderung der Schiefe der Eclip- 
tik; dieses Zurflokwdchen beträgt im Jahre 1760 -|- 1 die 
Grösse 

t = 5(y'.2ll + 0",000244 i, 

also von 1750 bis 1750 + / 

/ Ö0".211 1 + 0".000122 1«. 

Der Winkel des Aeqnators von 1750+/ mit der Ecliptik 
von 1750 + i ist 

« = 23» 28' 18".0 — 0".484 

. dieser Winkel heisst die mittlere Schiefe der Ecliptik, 

Die Pr&cession der Nachtgieichen; wodurch die Längen 

' der Sterne um dieselbe Grösse Einnehmen , wurde von 

5* 
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Hipparch (130 v, Chr.) durch Vergleicliung mit den 

150 Jahre älteren Beobachtungen des Timocharis entdeckt. 

Die Nutation enthält die periodisclien Voriiuderungen, 
dieselbe hängt hauptsächlich von der Länge des Monds- 
knotens ab; die Veränderangen der Länge eines Sterns und 
der Schiefe der Ediptik sind resp. 

^ Ä « — 17".2 sin .a, ^ * = -f- 9".2 cos Q , 
wo Sl die Länge des unisteigenden Knotens des Mondes be- 
deutet. Da die Knotenlinie des Mondes innerhalb 19 Jahren 
dnen Umlauf macht, so ist die Wirkung der Nutation 
ähnlich jener der Aberration. Die Notation wurde ebenfaUs 
Yon Bradley entdeckt. 

Man nennt die Diirchselinittspnncte des wahren Aeqna- 
tors mit der wahren Ecliptik zur -Zeit / die wahren oder 
scheinbaren Aequinoctialpnncte, den Winkel derselben 
Ebenen die wahre oder scheinbare Schiefe der Ecliptik, 
die von dem wahren Frühlingspuncte gezählten Längen die 
wiihren oder scheinbaren Längen. Befreit man die 
Längen von der Nutation und ebenso die Schiefe der 
Ecliptik, so erhält man die mittleren Längen und die 
mittlere Schiefe der Ecliptik. Die mittleren Längen der 
Sterne werden daher von dem Frühlingspuncte des oben 
bestimmten Aequators mit der Ecliptik zur Zeit 1750 -\- i 
gezählt; dieser Punet heisst das mittlere Frühlings- 
Aequinoctium von 1750 -f- ^* 

•1. 

Man kann die Veränderungen der Lage der Sterne in 
Länge und Breite in die entsprechenden Veränderungen der 
Kectascension und Declination verwandeln. Durch die Beob- 
achtung erhält man die scheinbare mit Aberration und Parall- 
axe behaftete Rectascension und Declination des Qestims« 
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Ist das Gestirn ein Fixstorn, so befreit man die Beob- 
achtung von der Aberration und Nutation, wodurch man 
die mittlere lioctascension und Declination zur Zeit der 
Beobachtung crliält. Vermittelst der bekannten Fräcession 
kann man diese mittlere Position auf ein bestimmtes Aequi- 
noctium und den zugehörigen Aequator beziehen. In dieser 
Weise sind die Fixstern •Veneichnisse angelegt. 

Ist das Gebtirn ein Planet, so befreit man die Beob- 
achtung von der ParaHaxe; wodurch man den scheinbaren 
geocentiischen Ort erhält; diese Position befreit man noch 
von der Aberration und Kutation, wodurch man den mitt- 
leren Ort zur Zeit der Beobachtung erhält, welchen man 
wieder auf ein bestimmtes Ac(iuiiioctiiun roducircn kann. 

Die zur Bahnbestimmuug zu verwendenden Beobach- 
tungen müssen auf ein gemeinsames mittleres Aequinoctium 
und die zugehörige mittlere Grundebene (Aequator oder 
Ecliptik) bezogen werden. 

32. 

Um die im Vorhergehenden angegebenen Reductionen 
zu erläutern, mögen dieselben an den Beobachtungen des Bei- 
spieles des Art. 18. vorgenommen werden. Für den Planeten 
Juno gibt Gauss (theoria motus, art. 150) folgende Daten: 

Scheiubare Scheinbare 
Mittlere Zeit Greenwich. Reetneeension. Deelination. 

1804 Uct. 5 10^' .')!"• "Ü^ 357» 10' 22".3ö ^~6M0' 8'' 
17 58- 10^ 3550 43' 45".30 — 8« 47' 25" 
27 ly'lö'Ml* 355M1' lü '.9ö -10» 2' 28". 
Aus den Sonnontafeln*) findet man für dieselben Zeiten: 

*) statt »kr SurinentHteln bedient man sich gopenwUrtip: viel be- 
quemer des berliner astronomisclicn Jalir!)tn'lic9. Aut' den Si iten II 
der Sonnencphciueridu tindet man die Lauge, Breite und den Abstand 
der Sonne , auf Seite 100 (neuerer Eiutchtung) die SeUefe der Ecliptik, 
Prileession und Nutation. 
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Scheinbare Länge AbHtand von Hrotte 
P'tt'"" •! er Sonne. der Erde. der Sonru'. 



Oot. 5 192» 28' 58".72 0.9988839 — 0".49 

17 204» 20' 2r .54 0.9953968 + 0".79 

27 214« 16' Ö2".21 0.9928340 — 0".15 

Scheinb. Schiefe 
NuUtiüii. der Ecliptik. 



+ lö".43 23« 27' Ö9".48 

+ 15^'.51 59".26 

+ 15".60 59".06. 

Da die Entfenumgen des Planeten von der. Erde un- 
bekannt sind; so kann man die Beobaohtangen nicht un- 
mittelbar von der Parallaxe und Aberration bcl'reicn. ^Man 
venvandlc zunächst die scheinbai*en KectascenBionen und 
Declinationen mit Anwendung der scheinbaren Schiefe der 
Ecliptik (naeh Art. 24. Gl. (1) und (2)) in scheinbare L&ngen^ 
Brdten, wodurch man erhftlt: 

Öcheinbare Länge Scheinbare Breite 
D«tum. der Juno. der Juno. 



Oct 5 354« 44' Ö4''.27 — 4» 69' 3r.ö9 • 
17 352» 34' 44".51 - 6* 21' 56".25 
27 351« 34' 51".67 - 7* 1 T 52^.70. 

Addirt man zu den Sonnenlängen 180" und verwandelt 
man die Breiten in die entgegengesetzten^ so erhält man 
die Erdorte. 

Nun bestimme man nach denselben Formeln fftr die 

drei Beobachtungen die Länge und Breite des Beob- 
achtungsortes. 

Für Greenwich ist 9 = 5P28'39"j da die Beobach- 
tungen im Meridiane angestellt sind, so sind die Rectas- 
censionen der Juno gleich den Steinzeiten der Beob- 
achtungen. 
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Man erhält für den Beobachtungsort 

Datum. LXng«. Breite. 

Oct.^ 24»^ 46»^' 

17 23«> 26' 47° 24' 

27 23<» r 47» 36'. 

Nun nehme man nach Art. 26. die den Erdorteu ent- 
' sprechenden Puncte man erhält 

_ ^ , _, _ Roduction 

Datam. L Jl — Ä Zelt. 




— 22".39 + 0.0003856 - 0M9 

— 27 '.21 + 0.0002329 — 0». 12 

— 35".82 + 0.0002085 — 0».! 2. 
Die Redaction der Zeit ist also Yerschwlndend. 

Nun ziehe man von den Längen der Erde die Nutation 
ab, und redudre dann dieselben auf ein mittleres Frühiings- 
Aeqmnoctium; Gauss wählt das für den Anfang des Jahres 
1805. Die jährliche Präeession beträgt im Jahre 1804 : 50^22, 
also bis zum ]^)f!ginn des Jahres 1805 beträgt dieselbe iür 
die drei Beobachtungen resp. U .87, 10".23, 8".86, welche 
Grössen zu den Längen dazu addirt werden, weil dieselben 
mit der Zeit wachsen. 

Die Aberration berücksichtiget man nach der in Art. 29. 
2) angc*j;cbcncn Methode: man befreit die licobachtungen 
von der Fixstern- Aberration, diese beträgt für die Längen 
resp. + 19".12, + 17 ".11, + 14".82} für die Breite — 0".ö3, 
— rM8, — 1".75, welche Grössen von den Beobachtungen 
Bubtrahirt werden. Für die Erdorte sind nun die Beob- 
achtungszeiten, für die Juno -Orte die um die Liclitzeit 
493* z/ verminderten Zeiten zu nehmen. Man vernachlässigt 
in erster Hypothese diese Beduction der Zeit, und f ülirt bei 
der Berechnung der Werthe von P und Q in letzter Hypo- 
these die verbesserten Zwischenzeiten ein. 
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Bringt man nun an die Beobachtungen sftmmtliche 
hier angegebenen Gorrectionen an^ so erhält man die in 
Art. 18. gcpjcbcnen Daten. Die Boobachtungszciten gibt 
man in Dccimalthcile eines Tages statt in Stunden, Minuten 
und iSecunden an. 

Eb ist lA « 0.0416667 

1« = 0.0006944 

1' — O.OO0OU6 Tage. 

I^ci der Methode des ersten Abschnittes crliält m.'\n un- 
mittelbar die drei Distanzen des Planeten von der Krde. 
Rechnet man mit den gefundenen Werthen der ersten 
Hypothese 

die Clorrectionen der Zaten, so erhält man, da 493* « 
0.005706 Tage ist: 

— 0.0066Ö6, —0,006873, —0.007179 Tage; 

und damit die verbcbüerten Zeiten 

Oct. 5. 451989 
17. 415012 

27. 385898, 

woraus /"== 1 1 .963023 , log 9.313 1223 
/ « 9.970886, log^ »9.2343153 

folgt. Berechnet man mit diesen Werthen die zweite Hypo- 
these von P und Q, so erhält man 

log 0,0790164, log C> « 8.5475972, 

mit welchen Werthen die zweite Hypothese (und ebenso, 
wenn nöthig, die folgenden) gerechnet wird* Dadurch ist 
auf alle Correctionen der Beobachtungen Rücksicht ge- 
nommen. 
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Zusatz. Bei der Methode des dritten Abscbnittes 
erhält man umuittclbar — ^ und — ^* Für die erste 

CM pi 008 Pt 

und vierte Beobachtung erhält man (>, g.^ aus den bereits 

bekannten Wcithen r und r^. 

Es ist nämlich 
— sssx — Ä cos a? — II' sin d 

cos p ' ' * 

wo COS a == cos cos (il — Z) ist. 
Setzt man 

— — = sm 9, 80 Wird « r cos 9>| 8ssrcos9> — Äcosd, 

Ebenso findet man die Distanz . 

OOS j!« 



Fünfter Abschnitt. 

Balmbesttminungen aus einer grösseren Beiho von 

Beobachtungen. 

88. 

Zur Vergleichung der Beobachtungen mit den aus den 

/ugclH'irigcn Elementen berechneten Orten eines Himmels- 
körpers bedient man sich einer K ph einer i de d. i. einer 
Tafel I welche die in constanten Intervallen berechneten 
Orte des Himmelskörpers enthält. Vermittelst einer solchen 
ttber die ganze Zeit der Beobachtungsreihe sich erstrecken- 
den Kphcmcride kann man man sich durch Interpolation 
jeden Ort leicht verschaffen. ITür die grösseren Planeten 
rechnet man die Ephemeriden für das ganze Jahr, für die 
kleinen Planeten meist nur für den Monat der Opposition, 
weil sie um diese Zeit der Erde am nächsten, und daher 
am besten zu beobachten sind. 
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Um eine Ephemeride m berechnen , bestunmt man die 
mittlere Anomalie der ersten PoBltion, addirt dann fort- 
gesetzt die dem Intervalle entsprechende mittlere Bewegung 
hinzu ; wodurch man die mittlorcu Anomalien der sämmt- 
liehen Positionen erhftlt. Aua den mittleren Anomalien 
bestimme man nach Art 3. die excentriscben und aus 
diesen die wahren Anomalien und Radien -Vectoren nach 
den füleichungen (3), (4) des Art. 2., oder nach den 
Gieiciiungen (1) und (6) 

r OOS V « a (cos E — e) 

r rnnv^a cos ip sin E, 

Ans /• und v kiinncn unmittelbar die auf den Ae(|iiator 
bezogenen heliocentrischen Coordinaten erhalten werden. 

Denn sind x^, Zq die heliocentrischen Coordinaten 
eines Punctes in Bezug auf die EcKptik als a;y- Ebene; 

>r, >/, z die Coordinaten in Bezug auf den Aequator- als 
a;y- Ebene (die .t-Axe für beide Systeme nach dem Frühlings- 
punote gerichtet) y so ist, wenn s die Schiefe der Ecliptik 
bedeutet, 

ff^y^eost — Zq sin s 

Z ^ fJ^^ sin £ + COB £ *). 

Nun ist nach Art. 12. 

x^^r cos u cos ^ r sin tf sin Sl cos f 
«3 r sin « cos',^ cos j 4* ^ <^ ^ A 

Zq = r sin u sin /. 

Substituirt man diese Werthe in den obigen QleichuDgen, 
so erhält man> wenn 

*) Drückt man in diesen Gleicliiingcu die rechtwinkligen Coor- 
dinnten «lurch die Polareoordinntcn ans, so erhält man die in Art. 24. 
angegebeneu Verwaudlungs- Formeln von Lauge und Breite iu liectaa- 
censiou und JDeelbwtioii nnd umgekehrt. 
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a Bin 008 

n cos A = — sin Q cos f 

b s\ik B ^ sin ^ cos e 

h cos ^ == cos cos ^ cos £ — sin i sin £ 

sin (7 XB sin ^ sin $ 
c cos ^ cos ^'cos j sin € -|- sin / cos 
^ = ^ + 77 — a 

6»=C+7Z — 

gesetot wird, 

o; 0 r sin -|- v) 
y = hr sin (33 + v) 
z = c r Bin ((£ 4* v). 
Vergl. Al t 12. 

Zur bequemeren Berechnung von 
b cos ^ und e cos (7 



setze man 
so wird 



008 &i 



6 cos ^ cos + «) 



ecosC ^ 4^" ' sin (if + «). 

Allein die J3orechnung von r und v ist für die Coor- 
dinaten Uberflüssig; man kann dieselben unmittelbar durch 
die excentrische Anomalie ausdr&cken. 

Denn jeder Ausdruck von der Form k r sin (AT + v) 

geht durch Substitution von r sin v, r cos r über in 
a k cos K cos sin ^ -|- a k sin (cos E — e). 
Bestimmt man /> A durch die Gleichungen: 
/ sin X SB a Ar sin AT 
/ cos a k cos q> cos ^ 

A — <; / sin X « — eak mi K, 



Oigitized by Google 



BO wird 

Ar sin (iT -f- v) =« / sin (/ + ^ -f A 

wo/, X constant sind. Die Grösse r reebnet mao; falls 
man dieselbe benöüiigt'; nach der Formel 

r B 0 — ae cos E» 

Sind nun Ä, Z die geocentrischen Coordinaten der 
Sonne (welche den heliocentrischen der Erde gleich und 

entgegengesetzt sind), so erhält man die geocentrische Reo- 

tusccnsion^ Dcclination und Distanz des llimmclskürpers aus 

4^ cos d cos a 8 + 
cos ^ sin a M y -|- 
^ sin d 2 + 

Die Grössen d sind auf den mittleren Aequator 
bezogen > auf welchen sich die Elemente n, Sl, i beziehen, 
und auf welchen man auch die Coordinaten Xy ¥, Z he- 

ziehen muss. Ks sind daher die Grössen «, d noch auf 
den sciieinbaren Aequator zu beziehen} man füge daher 
die Präcession bis zur Zeit der Position und die für die- 
selbe Zdt stattfindende Kntation hinztL Diese Rechnung 
kann sehr bequem mit Hülfe der in den Berliner astronomi- 
schen Jahrbüchern gegebenen Tafeln ausgeführt werden*). 

Bei der wirkUchcn Berechnung der Ephemeriden ist es 
nicht nothigy alle Positionen direct zu rechnen; sondern 
bei den kleinen Planeten z. B. genügt es, dieselben von 
vier zu vier Tagen (für die jMittcrnacht) zu rechnen und 
die Zwischonpositionon zu interpoliren. 

*) Anf B. 80 a. f. findet nun die auf das mittitore Aequinoctinm 
besogenen Sonnencoordinaten X, F, Z\ auf S. 246 u. f. nnd noch 

bequemer von S. 255 ,an , die für die Keductinn vom mittleren Aoqni- 
noctiuni ;iuf flas scheinbare erforderlichen Hülfstubellcn. Die uälicre 
Eiurichtuug ist in den Jahrbüchern selbst angegeben. 
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84. 

Um nun einen beobachteten Ort mit Hülfe einer Kj)lie- 
meride za vergleichen , bestimme man zunächst nach den 
Ausdrucken 

, 9 sin iB — tt) 

« — « =5 — ^ COS a> X 

^ ^ cos o 



sin (y — 8) 



^ " sin y 

die Parallaxe; darch Subtraction von dem beobachteten 
Orte erb&lt man den geocentrischen Ort In der Regel 
wird die Parallaxe , oder das PM>duct derselben mit der 

Distanz von dem Beobachter angegeben. Ist dieses 
nicht der Fall, so muss man sich aus der angegebenen 
mittleren Zeit der Beobachtung die Stemzdt ableiten: dieses 
geschieht dadurch, dass man die mittlere Zeit in Stemzeit- 
intervall verwandelt und die dem Beobachtungsorte ent- 
sprechende Sternzeit des Mittags dazu addirt. Die Stern- 
zeit des Mittags ist gleich der Kectascension der mittleren 
Sonne zur Zeit des Mittags. 

Ist die Beobachtnngszeit t, so bestimme man durch 
Interpolation mit dem Argumente T^i — 493» d die Posi- 
tion der Ephemeride; diese mit dem von der Parallaxe 
befreiten Orte verglichen, gibt den Fehler der Ephemeride 
zur Zeit T d.i. den Unterschied: Beobachtung — Rech- 
nung. 

Die Beobachtungen sind nftmlicli trotz aller Sorgfalt 

mit unvermeidlichen kleinen Beobachtungsiehlern behaftet*, 
es wird daher eine aus drei oder vier Beobachtimgen ge- 
rechnete Bahn nicht alle übrigen Beobachtungen genau 
darstellen y sondern es werden sich Unterschiede zivischen 
Beobachtung und Rechnung zeigen. Diese Unterschiede 
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werden bei den späteren Beobachtungen um so mehr 
wachsen I je kleiner das Bahnstück ist, welches die Beob- 
achtungen, aus denen die Bahn gerechnet wurde, umfassen. 

Hat man daher eine grössere Keihe von Beobachtungen, 
so wird man ans diesen eine Bahn zu bestinmien suchen, 

welche sich allen Beobachtungen möglichst genau anschliesst. 
Die Mittel, wodurch ein solcher Anschluss erreicht wird, 
sind folgende: 

Man bestimmt für die ganae Reihe der Beobachtungen 
den Unterschied zwischen Beobachtung und Rechnung: es 

sei D der beobachtete, R der berechnete Ort. Der Unter- 
schied D — II lässt sich, wenn die Zeit / klein ist, als 
Function der Zeit t durch eine Reihe darstellen 
Ä~Ä = « + &/ + c^« + .. 

wo üjby , , constant sind, und, wenn die Elemente der 
Bahn nicht zu ungenau sind, in der Form B — a '\' bi. 

Es seien nun , d.2j . . d„ die den Hcobachtungs- 
zeiten • • ^» entsprechenden Unterschiede. Zählt 

man die Zeiten i^, , . U vom arithmetischen Mittel T der- 
selben, so ist 

der dem arithmetischen Mittel 2' entsprechende Fehler 
wird (wegen / « 0) 

II 

Berechnet man für die Zeit T den Ort R, so ist A -|- a 
der von den Beobachtungsfehlern möglichst befreite Ort; 
denn man katm voraussetzen, dass in der Summe d^ -f- 
4* • • 4~ ^« die in 'den Grössen d^, d^f » » di, enthaltenen 
Beobacbtungsfehler sieh grösstentheils aufheben. Diese 
Untersuchung macht man sowol für die Rectasoension als 
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auch fflr die DecHnation; man erfaftlt auf diese Art- eine 

ans mehreren Orten abgeleitete Position, welche man einen 
Nornialort nennt. 

Bei den kleinen Planeten und Kometen können Beob- 
achtangem; die einen Zeitraum von sehn Ins dreiaaig Tagen 
umfassen, zn einem Normalort vereinigt werden. Für die 
erste Erscheinung (Opposition), wo die Beobachtungen 
selten einen Zeitraum von mehr als hundert Tagen um- 
fassen, genügt es, ans denselben drei oder vier Normal- 
orte mit möglichst nahe gleichen Zwischenzeiten zu bilden, 
und aus denselben nach den in den ersten drei Abschnitten 
gegebenen Methoden die Bahn zu bestimmen. 

85. 

Ist ein Planet in 2wei oder mehreren Oppositionen 
beobachtet worden, so sind die im ersten und dritten Ab- 
schnitte angegebenen Methoden nicht bequem anwendbar; 
allein in diesem Falle besitzt man aus der ersten Opposition 
bereits ziemlich genaue Elemente , und die nächsten Oppo- 
sitionen werden dann hauptsächlich zur Verbesserung dieser 
Elemente benutzt. 

Aus der ersten Opposition nehme man einen oder zwei 
möglichst entfernte Normalorte, aus jeder folgenden Oppo- 
sition (da man in denselben den Planeten nicht so oft beob- 
achtet) eSnen Normalort, nun bestimmt man die Bahn auf 
folgende Art: 

Man wühle zwei möglichst genaue und hinreichend 
(um eine oder mehrere Oppositic^en) entfernte Normalorte 
Ilm Man kann nun die Elemente als Functionen der 
(unbekannten) zu diesen beiden Normalorten zugehörigen 
Entfernungen des Himmelskörpers von der Erde betrachten. 
Für die Orte L rechne man aus den genäherten Elementen 
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die Entfernungen Df ff von der Erde. Um die wahrem 
Entfernungen zu bestimmen; bilde man die drei Hypoihesen 



I. 


II. 


III. 


D 


D + d 


D 


If 


If 


ff + d^, 



wo d und d' kleine Aentlernngeu sind, die bis auf 0.001 
genommen werden dürfen. Man bestimme nun für diese 
drei Hypothesen der Entfernungen und der Orte Z, Z' drei 
EiementensystemO; und berechne mit diesen die Übrigen 
Normalorte. Es seien 

I. II. III. 

M, M+a, . M-\-ß 

JT + a, ir' + /r 

• . • 

die bereclmeten Normalorte, wobei die einzelnen Längen 
und Breiten besonders bezeichnet gedacht werden. Die 
zugehörigen beobachteten Orte seien N, N' , . 

Sind D -f- x.d, D' -{- y-^ die wahren Entfernungen, so 
sind die damit berechneten Beobachtungen 

• • • 

welche den Grössen iT, . . . gleich sind. Man erhält 
daher Gleichungen von der Form 

• • * 

*) Ist nUmlich a die Aendenung einer von D und 1/ abhängigen 

Grosse, welche <ler Aenderang d von D entspricht, so entspricht der 

Aendenintj die Aenderun» ax. Analoges für die Aenderungen 
von D'. Der gleiclizeitig'en Aeuderiuig' von /> und D' entspricht die 
Summe der Aenderungen. — Interpolation uuch zwei Argumenten. 
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Ans einem Komialort erhält man zwei solche Gleichungen ; 
hat man mehrere Orte, so kann man nach der Methode 
der kleinsten .Quadrate^) die wahrscheinlichsten Werthe 
von y bestinunen. Aus den verbesBcrten Distanzen oder 
durch Interpolation bestininie man die verbeBserten Elemente ; 
denn diese stellen sich ebenfalls in der Form dar 

M a X -\- ß ij . 

Diese Methode stellt die beiden Orte L und L' voll- 
kommen» die übrigen, wenn mehrere sind, möglichst genau 
dar. Die Orte Lf L' müssen mdglichst fehlerfrei sein, weil 
deren Fehler in die Eiementenbestimmung, also auch in die 
Darstellung der übrigen Orte übergehen. 

Diese Methode setzt ausserdem voraus, dass man die 
zweiten Potenzen yon x d und y <f vemaohlässigen kann. 
Erh&lt man für x und y Werthe, die mehrere Emheiten 
betragen, so wiederhole man diese Rechnung, wobei man 
die durch die erste Rechnung erhaltenen Distanzen als erste 
Hypothese nimmt. 

Statt der Entfernungen D, ff des HimmelBkörpers yon 
der Erde kann man sich auf ganz analogem Wege der 
Elemente ^ und i bedienen. Die hiehergehörige Methode 
ergibt sich aus der Lösung der folgenden Aufgabe: 

„Aus dem geocentrischen Orte und der Lage der Bahn- 
ebene, d. i. Knoten und Ndgung, den heliooentrischen Ort 
zu bestimmen/' 

Legt man die .rAxe in die Knotenlinie, so hat man 
die Gleichungen (indem man in den Gleichungen (7) des 
Art. 11. statt /, L resp. / — L^ — ^ setzt und die For- 
meln des Art. 10. berücksichtigt) 

(1) r cos ti — Rcob(L — ^i) ^ cos /l cos (A — ft) 

(2) r sin 21 cos / — ■ Ii sin (L — = ^ cos ß sin (A — ^) 

(3) r sin 11 sin i — d sin /J, ' 

Fbiscrauf, Astronomie. 6 
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ßliminirt man ans den Gleiclrangen (1) vnd (2) die Grösse 

Rf 80 erhält man 

(4) r cos t« sin (Z ^ — r sin ii eos^t' cos {L — 

= d OOS /} sin (Z — l). 

Durch Elimination von ^ aus den Gleichungen (3) und (4) 
folgt 

(5) lang « ^ 

cos i 008 {L — S^) iin ß -f- sin i sin (A — X) cos |l 

Aus den Gleichungen (1) und (2) folgt durch Elimination 
von ^ 

■ R sin (A — 

(0) 



sin tf cos i cos (1 — Sl) —OOS ttsin (2 — Sl) 

Ist positiv > so liegt u zwischen 0 und ISO* 
- - negativ, - - - - 180» - SeO». 

Kür ß = 0, ist u » 0 oder 180*^ zu nehmen, so dass r po- 
sitiv wird. 

Die Rechnung ist so wie im vorif^en Falle, indem man 
statt der Grössen D, D' die Elemente i setzt. 

Zusatz 1. Bn einer parabolischen Bahn kann man 
die Elemente auch als Functionen des V^rhSltnisses der 

curtirten Entfernungen der Orte L und Z' betrachten. Man 
rechnet nun aus zwei Annahmen dieses Verhältnisses — 
wovon die eine M aus den genäherten Elementen erhalten 
wird, die andere Jlf-f- j» ist, wo m dne kleine Aenderang 
ist, — Elemente. 

Mit diesen beiden Elementcnsystemcn vergleicht man 
die übrigen Beobachtungen und bestimmt dadurch das 
wahrsdidnlichste VerliftltnisB M -f- a;.jgi, aus welchem 
(oder duroli Interpolation) man die zugehörigen Elemente 
findet. 
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Zasats 2. Bei ganz genauen Rechntwgeo kann man 
die Aendernngen der berechneten Orte dnrcli die Differential- 

formelii der Elemente darstellen; und diuiiit die Correctionen 
der Elemente uach der Metbode der kleiuöteu («Quadrate er- 
mitteln. 



Sechster Absehnitt. 

BahnbeBtünmuiig mit BerOokBlohtlgnng der Stdnmgen, 

Die in den früheren Abschnitten dargestellten Bahn- 
bestimmungen berücksichtigen nur die gegenseitige An- 
ziehung der Sonne und des Himmelskörpers; dadurch 
erhält man als relative Bahn des Himmebkörpers um die 
Sonne dnen Kegelschnitt, in dessen einem Brennpuncte 
sich die Sonne befindet. Vermöge der allgemeinen An- 
ziehung weicht die wirkliche Bewegung der Himmelskörper 
von der unter der obigen Voraussetzung bestimmten Bewe- 
gung ab, welche Abweichung man unter dem Namen 
Störungen begreift. 

Es soll nun die Bewegung eines Himmelskürpers, 
welcher d§r gestörte heisst^ bestimmt werden , wenn 
ausser der Sonne noch ein anderer störender Himmeb^ 
kOrper einwirkt (Problem der drei Körper). 

Um die relative Bewegung des gestörten Himmels- 
körpers um die Sonne zu erhalten, bringe man die auf die 
Sonne wirkende Kraft im entgegengesetzten Sinne an Sonne 
und Himmelskörper an. Es ad nun, wenn die Masse 
der Sonne^) ist, deren Hittelpunct als Goordinaten- Anfang « 
gesetzt wird: 
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X, y, Zf mk^ die Coordinaten und Masse des gestörten 
x', y, z'f m*k^ - - - störenden 

Himmelskörpers, q deren Distanz; dabei ist 

,1 _ (4/ _a;)'+(s,'-y)« + . 

Zerlegt man die Einwirkungen in drei Gomponenten 
nach den Coordlnatenriclitangen , und ' nimmt die Kräfte 

positiv^ wenn sie die Coordinaten des bewegten Punctes 
zu vergrössern; negativ ; wenn sie dieselben zu verkleinern 
suchen, so sind für die XB-Richtung 

— Ar* ^, + ^* ^ ^ ^ die auf den gestörten Ilimmdskürper 

+ m k'^ , -j- »i' A:^ ^3 - - die Sonne 
wirkenden beschleunigenden Kr&fte, also 

-*'U + »»)^ + »»'*^(=^-^) 

die in der a:- Richtung wirkende Kraft, welche ist. 
Man erhält daher 

^ + (1 + »») ^ = - ebenso 

(l) U + *^ (1 + »») ^ - '»'*^ ^ 

fi + (1 + ») p = - ^- 

Sind mehrere störende Himmelskörper vorhanden, so 
bleiben die linken Theile dieser Gleichungen ungeändert; 
rechts erhält man für jeden störenden Himmelskörper dn 
ähnliches Glied, deren Summe die in dieser Azenrichtung 
wirkende btöreiide Kruft ist. 

Aus den Gleichungen (1) hat man o;, ^ als Func- 
tionen der Zeit t zu . bestimmen. Die directe Lösung über- 
schreitet die Kräfte der g^enwärdgen Analysis, man ist 
daher gezwungen die Aufgabe successive duiüh Reihen- 
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entwicklungen zu lösen. Man kann entweder unmittelbar 

die heliocentrischen Coordinaten durch die Zeit ausdrücken, 
d. i. die Störungen der Coordinaten entwickeln, oder die 
Aufgabe auch dadurch lösen, dass man die Voraussetzung 
maisbt: die Bewegung des gestörten Himmelskörpers ge- 
schiebt in einem Kegelschnitt, dessen Elemente veränder- 
lich sind, in welchem jedoch der Ort und die Geschwin- 
digkeit des Himmelskörpers zur Zeit t nach den Regein 
der Bewegung im Kegelschnitte mit den zur Zeit t gelten- 
den Elementen bestimmt wird (Metbode der Variiition der 
Gonstanten). Statt der Reihenentwicklungen bedient man 
sich gegenwärtig bei den kleinen Planeten und Kometen 
meist des Verfahrens der Berechnung der speci eilen 
Störungen durch die mechanischen Quadraturen. Zu diesem' 
Ende theilt man das Zeitintervall ^ für welches die Störun- 
gen zu bestimmen sind, in eine Anzahl gleicher Theile; 
für den Anfang T des Zcitintervalles seien die osculirenden 
Elemente, d. h. die Elemente, aus welchen t'iir die Zeit T 
der berechnete Ort und die Geschwindigkeit des Himmels- 
körpers mit dem wirklichen Orte und der wirklichen Ge- 
schwindigkeit übereinstimmt, gegeben. Man bestimmt nun 
aus den störenden Kiättcn für die ein/.clneii Theile des 
Zcitintürvalles die Geschwindigkeiten der Elemente imd 
leitet aus diesen durch die mechanische Quadratur die zu- 
gehörigen Elemente ab. 

Kürzer ist die Rechnung , wenn man statt der Störun- 
gen der Elemente die Stöningen der Coordinaten bestimmt. 
Letztere Methode wurde zuerst von Hond in (Jambridgc 
und unabhängig yon Encke in Berlin angegeben; von 
letsterem jedoch in einer für die Anwendung höchst be- 
quemen Form» wesshalb die Methode gegenwärtig die Encke*- 
sehe Methode helsbt. 
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Es seien zur Zeit Xj ij, z die wahren (gestörten) Coor- 
dinateni x^^ f^, die für dieselbe Zeit mit den znr Zeit 
T osculirenden Elementen gerechneten Goordinaten; seist man 

« = *^o + ^; y = y(i-\-nf ^ = ^ii-{-t> 

so kann man die Störungen i, ri, ^ auf folgende Art be- 
stimmen* 

Es ist, wenn man riie gegenseitige Einwirkung der 
Sonne und des gestörten Himmelskörpers allein berück- 
sichtiget: 

(2) ^ + i^^i + M)^, = 0 

^ + *Mi + «») ^. =• 0. 

Subtrahirt man von den Gleichungen (1) die Gldchungen 

(2), so erhält man 

II - - i.) + (1 + >») - 

und analog für die übrigen Gleichungen. 

. Um ^ — ^ bequ^ner su berechnen^ setze man es 

Nun ist - (x^ + J)« + (p^ + + (^o + 0' oder 
- 1-4- 2 + + + + + 

WO a ^^-^^^^^^^^^^ 
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Aus ^, = 1 + 2 q folgt == (1 + 2q)~ ^ oder 
Setzt man 

80 wird 1 — ^ «° und daraus folgt 
Mithin ist 

^ - _ + (1 + «) - D, 

ebenso 

^^1 - m'k^ - + il + m) ^3 (fqz - 0. 

Aus den Gleichungen (3) erh&lt man durdi die mecha- 
nische Quadratur die Grössen rj, ^, Zu diesem Ende 
mögen zunächst die hierzu uöthigen Formeln entwickelt 
•werden. 

I. Es sei / {x) eine stetige Function von x. In der 
Beihe der Werthe 

fW> fi^ + ^^)) f {(t 2w), . , f{a + 7iw),.. 
iässt sich jede der drei Zahlen /*(« + » — 1 . t£>)^ /'(a + nw)f 
(a + n + 1 . w) genau darstellen durch die Formel 

indem man x = a nw v setzt. 
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Denn setzt man v — — 0,-|-«<^, so wird 

f{a-\- n — 1 ,w)'^a — ß + y 

f {a -\- n 10) ^ a 

/• (a + » + 1 . 1^;) « « .+ ß + y, 
daraus folgt 

2y — /*(« + n + 1 . w) — /"(« + nw) — (f (a + nw) 

— f (a n — 1 . w)). 

Bequemer werden die Ausdrücke; wenn man die Diffe- 
renzen der Functionswerthe einitihrt. Setzt man 

/ (ö + n -j- l . ?r) — f{a + n w) = («-}-// -f- ^ . tv) 

f{a +~n + i . M^) — (ö + « — i ,w) ^/"{a + nw) u.8. w., 
80 wird 

2 /J - /' (fl i . + /■' (« + « +1 . "0 

2 y = /"' (a + » t^;). 

£b ist daher £ür a nw + v 

welche Formel t ür 1;«= — m;,0 und-J- vollkommen richtig ist. 
Allein auch für jeden , zwischen a -|- n — und 

<f -|~ " + i • liegenden Wertli von x liisst sich /' ix) durcli 
diese Formel mit grosser Genauigkeit darstellen, wenn 
die Werthe /* (a), /* (a + t&), . . / (a n u;) näherungsweise 
als Glieder einer arithmetischen Reihe zweiter Ordnung 
betrachtet werden können. 

II. Es sei nun das Integral J f {x) dx zwischen den 

Grenzen a-^- \w und a •\- n \ zu finden. 



Digitized by 



I 



89 

Es ist das unbestimmte Integral 

. (^y - 

also inn^rhailo^ der Grenzen - = — A bis 4, d. h. 

tu * i/j • * ' 



W • W 

von x = a + n — i . 7v biß « = i . t«; 

=: m; (/■ (rt -f « 4- /" {a + w w;)). 

Setzt man in dieser Gleichung n = l f 2, 'S • , und 
addirt die erhaltenen Gleichungen^ so wird 

/• (a:) dx^w {/ + m;) + +2 z/;) + . . + /(tf + «i«') 

+ ^ (r c« + + r ia + 2w) + ..+r{ä + H w)) }. 

Führt man die Summenreihen ein und bezeichnet die 

Glieder der ersten Suromenreihe , von welcher 

/ («); /■(« + • . 

die Differenzen sind, mit V, die Glieder der zweiten Summen- 
reihe mit "f, . ,f Bo ist consequent mit der früheren Be-^ 
Zeichnung 

7(« + n '+'i' w) — Yi<t + « — i . m;) = /•(« + « w). 

Setzt man in dieser Gleichung l, 2, . , n und 
addirt die erhaltenen Gleichungen , so wird 

Yia + « H- f . w) - 7(« + i . IV) =/•(« + w) 
+ /(« + 2 + . ,+/(« + ««;) ; 

ebenso ist 

/ ' + ^-\- i . /' (« + } . ''^) - (rt + 



• 
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Es ist daher 




Das Anfangsglicd einer summirten Reihe ist willkürlich^ 
betrachtet man Y(a + ^ w) als Anfaogsglied der ersten 
Sttmmenreihey so ist es am bequemsten ^ dasselbe so zu be- 
BtiinmeDy dass 



(2) r(x)dx=w (Y{a + n+i,w) + ^^ f\a +"i . w)). 



in. Beseidinet man den Werth des gefundenen bite- 

grals mit F [a -f- /* + i . m') , so werden aus der iieihc der 
Functionswertlie 

. . /• (a — to), /(«), / (ä + w), f{a + 2m^), . . /•(« + ntö), . . 

und den zugehörigen Differenzen nach der Formel (2) dio 
Integrale 

. . >(a— iu»), w\ F(a-\-\ w\ . « F{a + fi + ^.t£r).. . 

bekannt. Aus diesen Wcrthcn erhält man wieder 



Nach Gleichung (1) gibt w 'f {n + « -f i . ^^') integrirt: 



(7(a + ^qrr. m;) + ^ r{u + « -f I , tv) 

-Y(«)-A/(ä)) 

nTV'^) gibt integrirt: g (/^(ö+TfT.t^;) -/(«)), 



7(« + i + T^/" (« + i 10) = 0 wird, 
also '/ (a + i ^^;) = - (a -f- 4 w) 

wird; in diesem Falle erhält man • 
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abo 

(3) JJriP') dx'=w' (7(a+54rf. + + „ + 1.««) 

/■(«))• 

Die Formeln (1) und (3) gelten auch, wenn n gebrochen 
ist, d. h. in dem Sinne, dass es gleichgiltig ist, ob man 
sich aus den für ganze n erhaltenen Integralen den Werth 
des Integrals für ein gebrochenes n interpoHrt, oder die für 
letzteres n interpolirten Glieder der Öuramenreihcn benutzt. 

Subtrahirt man von dem Integral in (3) das Integral 

7 W<iÄ!', 



so erhält man 



n 



Die Glieder "f{a + \uf)^ / + i ^) müssen durch 
Interpolation bestimmt werden. Es ist für die Interpolation 

in die Mitte 

Y(a+iw)=Y(fl) + i/(«+f«0-^H/(^+^^')+iVA«+W 

Für den Beginn der ersten Suramenreihe wurde 

7 {ft -\-iw) = — /•' (a + i w), 
gesetzt Führt man diese Werthe ein, so erhält man 



n 



f{x) rf« — 10» ("/•(« + « + 1 .«,) +^ /(a + » + l.tti) 

Bestimmt mau das willkürliche AnfangsgUed der zweiten 
Summenreihe dergestalt, dass 
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+ + alBoY(«)«Ä/(« + «^) ist; 

80 wird 

(4) JJ/Xx)dx^^w^'r(a+n+l.w)+^r(a+n+l.w)). 

Das Hauptglied der Formel (4), n&mlich 

w"^ "f [a -\- n -\- \ , 
ist aus den Wcrthcn der ursprünglichen Kcihe / («), 
/(«x -|- u»), . . f{a'\-nw) bekannt; dieses QUed ist bereits 
ein Kähenmgswerth des zweiten Integrals. Ans dem Gange 

der ursprünglichen Reihe bis zum Gliede f {a -f- n iv) läsBt 

sich auch ein Schluss ^uf f {a Ar n '\- \ ,w) machen, also 

das Integral (wenn f {a n -\- \ , u)) nicht mehr gegeben 

ist) mit grosser Genauigkeit erhalten, da ein Fehler in der 
Annahme flcs letzteren Gliedes durch den Factor ^ noch 
sehr yermiudevt wird^). 

89. 

Um nun die Störungen |, ^ zu erhalten, beize man 
den Anfang derselben auf den Osculationspunct, und be- 
zeichne diesen mit a -j- i ^* Man rechne nun nach den 
Gleichungen (3) des Art. 37. fUr die Zeiten a und a-\-w 

die Werthe von jj^f • " indem man in den rechten Theilen 

dieser Gleichungen ^ =^ tj = ^ = 0 setzt. Bezeichnet man 
mit f (a '-i- nw), so erhält man dadurch f(a), /(a -|- w) 

und damit /*' (a -\- ,V u^. Nun erhält man Wcrlho t'iir 

/ + i ^^)t '/ (^) ^^^^ diesen kann man durch Fort- 
setzung der Summenreihen die Werthe von i £ür t und 
i — a']-w erhalten. 

Genau auf demselben Wege erhält man für die Zeiten 
t =^ a und i »sm a -\- w genäherte Werthe von und ^, 
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Nun berechne man mit den genäherten Werthen von i, ij^ { 
neuerdings ihre zweiten Differentialquotienten nach den 

Fonuein (3) des Art. 37., wodurch man dcann genauere 
Werlhe für ^, ^ erhält. Die Rechnung wird so oft 
wiederholt, bis man keine verschiedenen Werthe erhält. 
Die Fortsetzung fttr die wdteren Argumente hat nach dem 
Obigen keine Schwierigkeit. 

Beispiel. Für den Planeten Asia sind die Störungen, 
welche derselbe von 1868 Januar 22 an durch den Planeten 
Jupiter erleidet, zu , bestimmen. 

£s werde w^20 Tage, m' ^ und «i » 0 gesetzt. 

Für die Rechnung ist es bequemer, gleich f{a -\- n io) 
zu berechnen. Es ist in Einheiten der siebenten Decimale 
log {uß nCk^ » 3.05291 » log <. 

Mit den zur Zeit 1868 Jan. 22 osculirenden Elementen 
des Planeten Asia erhält man 

1868 Arg. «0 *o 'op»"© 

Jan. 12 a _ 9.5020 4- 1.0545 — 0.2063 0.4438 

Febr. 1 « + w 2.G077 0.8693 0.1902 0.4402 

- 21 a-i-2t& 2.6387 0.6791 0.1731 0.4362 

Märzl2 a + 3 to - 2.6643 + 0.4850 — 0.1549 0.4318. 

Für den Planeten Jupiter hat man für dieselben Zeiten 

> ' , t . ^' ,y # * 

X y z — »I« ;?» — Wo - 7« 

+ 4.8100 — 1.2759 — 0.1041 — 44.06 + 11.69 + 0.95 

4.8448 1.1222 0.1054 44.44 10.30 0.97 

4.8748 0.9G73 0.1067 44.83 8.89 0.98 

+ 4.9001 —0.8116 — 0.1078 — 45.14 + 7.48 + 0.99. 

Damit erhält man^ indem man für Jan. 12 und Febr. 1 

zunächst ^»0 setzt, folgende genäherte Werthe 
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Arg. log(? tv* ^ M^'^^V «''^^t 

a 0.8883 — 26.04 + 6.99 +1.20 
a + w 0.8873 - 26.1Ö +5.40 + U8, 

aus welchen Werthen durch Bildung der Summen und 
Differenzen nach (4) des Art 38. erhalten werden 

Arg. ^ n t 

a — 3.3 . + 0.7 + 0.2 
a + w — 3.a +0.8 +0.2. 

Hit diesen Wertltcii recinie man neuerdings die Aimdrüeke 

«^^ ~ . . wodurch man die verbesserten Werthe 



a —26.07 +6.00 +1.21 



a + w —26.13 +5.41 +1.19 

erliält, welche von den vorigen beinahe nicht verschieden 
sind. Aus diesen construirt man sich folgende Tafel 

fUr4 • 

a — l.üy —26.07 

0.00 — 0.06 

a + w — 1.09 — 26.13 

— 26.13 

ö + 2io —27.22 

+ 0.25 + 6.00 

+ 0.02 —0.59 
a+w 0.27 + 5.41 

+ 5.43 

a + 2w +5.70 
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Arg. 7 *f f r 

a + 0.05 + 1.21 

0.00 — 0.02 

a + w Ü.05 + 1.19 

+ 1.19 

Aus diesen Angaben ersieht man unmittelbar, dass 
/•(flf + 2w) für I, g resp. von — 26.2, + 4.8, + 1.2 
(indem man die ersten Differenzen anbringt) nicht sehr 
verschieden sein werden, worans durch Anwendung der 

Formel (4) des Art. 38. für a -\- 2 w folgt 

4 =.-29.4, i^« + 6.1, ^ = -4-1.3. 

Damit erh&lt man 

log Q = 0.8860, äif = — 26i>2, ^ + ^^^^» 

welche Werthe von den obigen so wenig verschieden sind, 
dass eine Wiederholung der Kechnuug überflüssig ist. Durch 
Fortsetzung d^ ersten und zweiten Summenreihe erhält 
man 

fur^ 

— 0.39 

a-j-2w — 27.22 — 26.52 

— 52.65 



a + 3u} —79.87 



I8r» 

-^0.52 



a+2w + 5J70 + 4.89 

+ 10.32 

a-\-3w +16.02 
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Atg. 7 y r f 

— 0.08 

a^2w + 1.24 -\- 1.11 

+ 2^0 

a-^-^w •\- 3.54. 

Man sieht nun, dass f {a -\- Sm) für |, S resp. von 
— 27.2, 4-4.4, +1.0 
nicht sehr verschieden sein kann: denn aus dem Gange der 
Differensen f ersieht man, dass /* (a + 3 1&) — /* (a + 2 1^) 
^ 9i t tingefahr' resp. 

— 0.7, —0.5, —0.1 
sein dürfte. Damit erhält man für « -f- 3 «> . 

l = ~- 82.2, n = + { + 3.C, ' 

mit weichen Werthen 

log (» = 0.8845, u;*^« — 27.18, m;^ ^ = + 4.40, 

^V^^^ + 1.00 

erhalten wird. Auf diese Art wird die Rechnung fortgesetzt. 

Nach denselben Regeln werden die Stömngen von 
' a -\- KU, znrftck f&r die Argumente 

ö, a — Wf a — 2Wf . . bestimmt. 

40. 

Berücksichtigt man nur die Störungen erster Ordnung, 
so kann man 

und ^ "T^* = " , , setzen. 

Allein die Berücksichtigung der Glieder hdherer Ord- 
nung ist mit nicht viel mehr Arbeit verbunden, da man in 
*o ~l" i 6> • • * — ^> • • 9 die genäherten Werthe 
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von ^, f], ^ einzuführen hat. Den genauen Werth von 
log / erhält man aus der beistehenden Tafel, welche für 
die meisten Fälle ausreichen dürfte. 



9 


log/- 


Diff. 


•—0.005 


0.482680 








1097 


0.004 


0.481483 








1094 


0.0Ü3 


0.480389 








1092 


0.002 


0.479297 








1089 


— 0.001 


0.478208 








1087 


0.000 


0.477121 








1084 


+ 0.001 


0.476037 






1062 


0.002 


0.474955 








1080 


o.ooa 


0.473875 








1078 


0.004 


0.472797 








1075 


+ 0.006 


0471722 






41. 





Bei der Berechnimg der speeiellen Störungen nach der 
angegebenen Methode tvurde die Voraussetzung gemacht; 
dass fÖr den Anfang der Störungen die osculirenden Ele- 
mente bekannt sind. Allein diese Elemente setzen die 
Kenntniss der Störungen voraus; man kann daher die 
osculirenden Elemente und die augehörigen Störungen nur 
durch abwechselnd wiederholte VerbeuBsernngen bestimmen. 

Man betrachtet die nach den vorigen Abschnitten aus 
den Beobachtungen erhaltenen Elemente als osculirend für 

FsiscHAur, Aatroaomie. 7 
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tiino gewisse Zeit T, am besten für die Mitte des Zeit- 
raumes , den die Beobachtungen , aus welchen die Klcmente 
erhalten wurden; umfassen. 

Mit diesen Elementen rechne man für die Beobachtungen 
die StSmngen der Coordinaten und ans diesen die Störungen 
des geocentrisclien Ortes (Länge und Breite). Man findet 
die Störung des geoccntriBchen Ortes^ indem man denselben 
zuerst mit den Coordinaten x^f y^, und dann mit den 
Coordinaten x^-\-if y ^V^-^-^t ^ + 1 rechnet; 
der Unterschied der beiden Orte ist die Btdrung des geo- 
centrischen Ortes. 

Nun befreie man die Beobachtungen von den Störungen 
und rechne aus diesen von den Störungen befreiten Orten 
neue Elemente. Mit diesen wiederholt man die Störungs- 
rechnungra und die Berechnung neuer Elemente so oft, bis 
kein Unterschied stattfindet. In der Regel genügt eine 
Wiederliolung der Berechnung der Störungen und der os- 
cuHrenden Elemente. 
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Dritter TheU. 

' Geschichte der Plauetentheorieu. 



Einleitung. 

Der Unterscliied zwischen Fixsternen und Planeten 
war schon in frühester Zeit bekannt: Fixsterne nannte man 
diejenigen Himmeiskörper, weiche ihre gegensdtige Steilung 
am Himmel nicht verfindem, wfihrend man Planeten , d. i. 
irrende Sterne diejenigen nannte, welche ihre Stellnng 
am Hinnnel verändern. Im Altertlium zählte man ^iiebeii 
Planeten: Sonne, Mond, Merkur, Venus, Mars, Jupiter 
mid Saturn. Durch die fortgesetzte Bestimmung der Orte 
eines Planeten auf der ICmmelskugel kann man ein Bild 
^ seines Laufes erhalten. Die 'Beobachtungen lehren, dass 
sowol dieser Lauf als auch die einzelnen Vorgänge desselben 
höchst verwickelter Natur sind. 

Man hatte bereits im Alterthum erkannt, dass die Un- 
regelmässigkdten im Planetenlaof von zwderlei Natur sind, 
welche man daher mit den Kamen der ersten und zweiten 
Ungleichheit bezeichnete. Der erste Versuch einer Er- 
klärung dieser Erscheinungen geschah auf Grundlage der 
Ideen der griecliischen Naturphilosophie. Nach diesen galt 
die Kugel als der vollkommenste Körper, die Kreislinie 
als die vollkommenste Linie. Man dachte sich daher die 

Weit als eine Kugel, in deren Mittelpuncte sich der Mittel- 

7* 
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pnnct der rahenden Erde befindet, nnd snchte die Be- 
wegungen der Planeten durch gleichförmige Bewegungen 
in Kreisen darzustellen Um in Kürze das Wesen der 
beiden Ungleiclilieiten za beseichiien, mag hier nur an die 
elliptlBcke Bewegung der Planeten um die Sonne erinnert 
werden. Die Unterschiede, welche dadurch entstehen, dass 
die Bewegung der Planeten nicht in Kreisen, sondern 
in Ellipsen geschieht, bildeten die erste Ungleichheit Die 
aweite Ungleicheit hat darin ihren Grand, dass wir die 
Beobachtungen der Oesürae auf der Erde^ welche sich 
selbst um die iSuDiie bewegt, anstellen. Alle die jetzt als 
scheinbar erkannten Orts - Veränderungen der Planeten, 
welche durch die jährliche Bewegung der Erde entstehen 
nnd welche sich hauptsächlich in den Stillständen und rück- 
läufigen Bewegungen äussem, bildeten die zweite Ungleich- 
heit. Die erste Ungleichheit äussert sich wieder in den 
Unregelmässigkeiten dör zweiten Ungleichheit ; z.B. in der 
Verachiedenheit der Zeiten zwischen den Conjnnctionen 
und Oppositionen, GrOsse des Bogens der rückläufigen 
Bewegung, u. s. w. . 



Erster Absehnitt. 
Aeitare Theorie. . 
48. 

Die erste auch für die Berecliiumg der Planetenörtcr 
anwendbare Theorie wurde von den alexandriner Astro- 
nomen, deren berühmteste Vertreter Hipparoh (um 130 
V. Ohr.) und Olaudius Ptolemäns (um 150 n. Ohr.) 
waren, aufgestellt. In des Letzteren Almagest, einer 
Sammlung mathematischer und asti'ononuscher Schriften, 
ist diese Theorie streng geometrisch durchgeführt 
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Die erwäbnten Astronomen bedienten sich zur Dar- 
stellung des Planetenlaufes zweier llülfsraittel: des oxcen- 
trischcn Kreises für die erste Ungleichheit, des Epi- 
cykels für die zweite Ungleiohheit. Es soll daher hier 
die Theorie dieser beiden Hülfsmittel g^ben werden. 

1. Exceutrischer Kreis. 

Es sei (Fig. 8) 0 der Mijttelponct des excentrischen 
Kreises, a dessen Radins. Der Pnnct 8 im Innern des excen- 

trischon Kreises sei der Mittelpiinct der Welt, in dem durch 
die beiden Puncte 8 und 0 be- 
stimmten Durchmesser AP (der 
Apsidenlinie des excentrischen 
Krdses) habe der Punct F die 
Eigenschaft, dass von demselben 
aus die Bewegung eines Punctes 
L im Umfang des excentrischen Kreises gleichförmig er- 
scheint, so dass die vom Puncte F nach L gezogenen Ge- 
raden in gleichen Zeiten gleiche Winkel bilden. Diese 
(Geraden schneiden daher einen aus dem Puncte F als 
Mittelpunci mit dem Kadius = a beschriebenen Kreis in 
gleichen Bögen. Dieser Kreis heisst der Aeqnant, der 
Punct F das pimcium aegmns» 

Der Winkel PSL = Welchen die Gerade ÜL mit 
der Apsidenlinie bildet, heisst die wahre Anomalie, der 
Winkel PFL » a, welchen die Gerade FL mit der Apsiden» 
linie bildet, heisst die mittlere Anomalie des excen- 
trischen Kiois( s; beide Winkel werden im Sinne der Be- 
wegung von 0 bis 360^ gezählt*), 

*) UrsprüngUoh, etwa bis Euler, zfUiltc man die AnomaU«n Tom 
Puncte .4 (Apog-cum, Aphel), hier sollen die ABomaUen immw vom 
Pwiote P (rorigeuiu, Perihel) ^zäklt werden. * ■ 
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Ist OSs=ae, FO ae^, also FS « (r e), so hcisst 
(• (Uc Excentricität dos cxccntrisclicn Kreises, c' div. Execn- 
tricität des Aequantcn, c -\- c cMc ganze Excentricität, 
Der Winkel OLS^^fp heiset die optische Gleichung 
„ FLOmatip „ physische „ 

Die SumiTie 7) -|- ^ = FLS = u — a helsst die Mittel- 
punctsglcichung. 

Sind die Elemente a, e, gegeben , so kann man für 
die mittlere Anomalie a den wahren Ort des Punctes L 

berechnen. 

Denn ans dem Dreiecke FLO erhält man, aus 

sin ^ «Bi ^ sin a, 

den Winkel ^. 

Aus dem Dreiecke OLS erhält man, da Winkel 
SOL ilf -\- a ist, den Winkel q> und dio Distanz HZ = r. 
Ans tpf if und a folgt: v « a -f- ^ -|- ^. 

Umgekehrt kann man aus v und r die mittlere Ano- 
malie a bestimmen. 

IL Epicykel 

Um den Punct L (Fig. 9) als 
Mittelpunct beschreibt im ptolemäi- 
schen System der Planet M einen 
Kreis» dieser Kreis heisst der Epi- 
cykel. Die vom PuncteiSnach dem 
Mittelpuncte L des Epicykels gezof»ene 
Gerade bestimmt den Durchmesser 
Ä P' d. i. die wahre Apsidenlinie des Epicykels. Ein 
darauf senkrechter Durchmesser wird der mittlere Durch- 
messer genannt. 

Der Punct heisst das wahre Apogeum des Epicykels. 
w ff Perigeum ,j 




Digitized by Google 



. 103 

In Verbindung mit dem Epicykel wird der exoentrische 
Kreis deferirender Kreis geiuamt. 

Einem im Puncto S befindlichen Auge erscheint (bei 
ruhendem Puncto L) die Bewegung des Punctes Af im 
oberen Th^le des Epicykels rechtläufig» im unteren rück- 
läufig. 

Um die Genauigkeit «a prUfen, mit welcher die erste 
Ungleichheit daigestellt werden kann, möge die Entwick- 
lung der Orössen r und v sowol für die Ellipse als für 

den excentrischcn Kreis in Reihen nach Potenzen der Excen- 
tricität gegeben werden. 

Hülfssfttze. 

1) Ist b klein, so folgt aus 

. 6 sin tt 

2) Ist 

tang a tang y, 
wo a nahe « 1 ist, so folgt 

ic^ntr — ,A — (« — 1) tang y _ 2(« - V s in ,y cos ; / 

langi,^ yj— i-^atongy» 2 co8^-|-2«»my« 

« — 1 . 4, 

- Sin J y 

oder tang(.c~i/) — , 

1 j— r COS 2» 

also x^u + l_^\Bin2y + i ^^^^ sin4y + . . 

3) Ist h sehr klein, so ist 

sin {x -\- h) = sin x -f- cos x.h . 
cos (o; -|- » cos X — sin x,h, 

indem man cos A » 1, sukh^h setst« 
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I. ' Beseichnet man für die Ellipse die mittlere Ano- 
malie ebenfalls mit so ist nach Art. 2. 

m 

also bis auf einen Fehler zweiter Potenz von e 

E = cc -\- e sin « , 
und bis auf einen. Fehler dritter Potenz von e 
E^a-i' e8bi(a -\- emaa), 

oder nach 3) 

» « -j- e sin a +.4 sin 2a, 
Aus lang -J «= jf^ tang | folgt nach 2) , 

Substituirt man statt E den obigen Werth, so erhftlt 
man bis auf dnen Fehler dritter Potenz von e 

(1) t> = « + 2tf sin « + i sin 2«, 
Aus ^ = 1 • — e cos E folgt, wogen 

cos E » cos (a -|- « sin a) V cos a — «sin a^f 

(2) ^ = 1 + i — e cos a — i cos 2«. 

II. Für den oxcentrischen Kreis ist 

sin 9 »»s 6 sin t;, sin ^ » sip a. 
Daraus folgt bis auf euoien Fehler dritter Ordnung 

g) = £? sin t;, ^' = e sin «, 
oder 9 SS 6 sin (a 4~ 9^ V') ^ fiiu a -|- e cos a. (9 -f* 

• * Setzt man im letzten Gliede 9 + (« -f- sin cty 
80 erUUt man 
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Projiciri man den Radius veuior SL auf die Gerade OL, 
so erhält man 

r cos y = a — ae cos E, 
Setzt man in für ^ =14*^v'=l-|-^c'8in«'t 

cos qp cos qp i j t- i ^ / 

in für cos © = 1, ii' = « 4- sin «, so erhält ntan 

OOS y ' - 

(4) ^ 1 + i (e^ + 2<;60 — e cos « — + 2t;t0 cos 2«. 

Für SS 0 ist der excentrische Kreis mit dem Aequan- 
ten identisch^ und man hat, wenn ^ «2s gesetzt wird; 

-|- 2« sin « -)" 2 sin 2 a 

= 1 -4- s* — 2« cos « — cos 2«. 

Für oine Ellipse mit der Excentricität t* = e beträgt 
der Unterschied in v 

Ellipse — Excenter » — f ^ sin 2a, 
also für 9 — ' 45^1 135^, ... ein Maximum. 

Man nennt diesen Fall Einfache Excentricität." 

Nach dieser Voraussetzung -wiirilcn die Orte der Sonne 
berechnet. Man hatte bereits damals die Unrcgcl massig: 
keit der jährlicheon Sonnenbewegung erkannt, z. B. Um vom 
Frühiingspunete zum Uerbstpnncte zu gelangen, braucht 
nach Ptolemftus die Sonne 186 Tage 11 Stunden, während 
sie vom Herbst punct zum Frülilingspunct 178 Tage 18 Stunden 
benöthigt. Selbst in den Theilcn dieser Bögen der Ecliptik 
wurden Unterschiede bemerkt. Wegen der Kleinheit der 
JBxcentricität e — 0.0168 beträgt der grösste Fehler dieser 
Hypothese nur 43''. 

Eine von S parallel mit der Geraden OL (oder FL) 
gezogene Gerade bestimmt die mittlere 8onne*). Die 

*) Diese mlttiere Sonne ist nicht identisch mit der mittleren Sonne, 
welche ane siim Maas der Zeit dientj letstere bewegt aieh im Aequ«- 
tor gleiehförmig und geht mit der, durch die mittlere Anomalie be- 
stimmten, ersten mittleren Sonne gleichseitig durch denFrQhUngspnnct. 
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Riehtungen von 0 nach Z und von S nach der mittleren 

Sonne sind daher einander parallel. 

Fürc'«»c „gleiche Thcilung der Exccntricität'^ wird: 
9 » a -|- 2^ sin a tf^ sin 2a - 

- = 1 + ^ ö'^ — e cos « — i cos 2 «. 

Diese Construction wurde bei den Planeten, mit Aus- 
nahme des Merkur, angewendet. 

. Der Unterschied Ellipse — Excentor beträgt 
in v: \ wik2« 

Für tt — 45*>, ld5^y . . ist der Unterschied von und ' 
für « dO% 270» der von - dn Maximum. 

■ Für den Planeten Mars ist e » 0.093; also die grössten 
Unterschiede von v und - resp. + 7'.ö und — 0.00432. 

4». 

Bestimmung der Länge, der Planeten. 

Die Bewegung des Planeten in Liioge ist ausammen- - 

gesetzt aus der Bewegung des Mittelpunctes des Epicykels 
im cxcentrischcn Krei.se und des Planeten im Umfange 
des Epicykels-, die Regeln der Berechnung sind jedoch 
verschieden für die oberen Planeten (Mars, Jupiteri Saturn) 
und unteren Planeten (Venus und Merkur). 

Bei der Längenbestimmung werden die Ebene des 
excentrischen Kreises und des Epicykels in der Ecliptik 
liegend vorausgesetzt^^). 

1) Bei den oberen 'Planeten hatte man beobachtet, 

dass im Mittel jeder Planet in seiner siderischen Uni- 
laufs^eit zu demselben Punct des Thierkreises zurückkehrt^ 
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d. h., Tlasö die erste Ungleichheit von dem Orte der Sonne 
unabhängig ist. Der IMittelpunct L des fipieykels bewegt 
sich daher in der siderischen Umlaufszeit des Planeten im 
Umfange des excentrischen Kreises yon der gleidien Theilnng 
der Excontricitftt derart, dass, fßr die Erde als Mitteipnnct 
der Welt im Pnncte S, diese Bewegung vom Punct F aus 
gleichförmig erscheint. 

Die zweite Ungleichheit h&ngt von der Stellung des 
Planeten gegen die Sonne ab. Geht die Linie nach der 
mittleren Sonne durch den Planeten, so findet eine mittler e 
Conjunction oder ()p]iosiliün des Planeten mit der Sonne 
statt*). Zur Zeit der mittleren CJonjunction befindet sich 
der^Planet im wahren Apogeum, zur Zeit der mittleren 
Opposition im wahren Perigenm des Epicykels; es ver- 
schwindet daher die zweite Ungleichheit. 

Die Bewegung des Planeten M im Epicykel geschieht 
nun derart, dass der Winkel Ä LM gleich ist dem Ucbcr- 
schusse der mittleren Sonnen -Bewegung in der Ediptik 
über die wahre Bewegung des Punctes L für die seit der 
mittleren Conjunction verflossene Zeit. 

Daraus lolgt, indem man 7a\ beiden Bewegungen die 
gemeinBchaftliche Länge zur Zeit der mittleren .Conjunction 
addirt: 

L&nge der mittleren Sonne — wahre L&nge des Punctes 

Z » Winkel ÄLM\ d. i. die Gerade T.M ist ' parallel zu 
der vom Piincte S nach der mittleren Sonne gezogenen 
Geraden. 

Für die Berechnung des Ortes M sei die Lage der 
Apsidenlinie des excentrischen Kreises, die Excentricitäti 

*) Ein Gestim ist in Conjuactlon oder OppositlDii mit der Sonne, 
wenn der'LSngenantersoliied resp. 0 oder 180" betrftgt; die heIiocei|> 
triioho Lllnge dot G^atinm ist dä|in fleicb 4er geooentri^cheo, 
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das Verliältriiss der Radien der beiden Kreise und die mitt- 
lere Länge des Punctes L gegeben. 

Man bestimme die mittlere Anomalie = mittlere Länge 
— Länge des Perihels nnd aas dieser nach Art. 43. die 
wahre Anomalie und die Grösse SL = r, wobei OX » 1 
gesetzt wird. 

in dem Dreiecke ^/..V rechne man nun au« SL, LM 
und dem eingeschlossenen Winkel die Distanz SM und den 
Winkel LSM\ dieser zur Länge des Punctes L hinzuaddirt 
gibt die Länge des Planeten if^*). 

2) Bei den unteren Planeten hatte man beobachtet, 
dass sie im Mittel mit der Sonne zugleich zu demselben 
Pnnct des Thierkreises zurückkehren , und dass die zweite 
Ungleichheit von dem Orte der Sonne unaibhängig ist. 

Für die Venus gilt dieselbe Berechnungsmethode der 
I^änge wie bei den oberen Planeten; jedoch mit dem Unter- 
schiede, dass die Bewegung des Mittelpunctcs des Epicykels 
identisch ist mit der Bew^ung der mittleren Sonne, wo- 
gegen sich der Planet in der synodisdhen Umlaufszeit 
(= 583 Tage) im Epicyke! gleichförmig herumbewegt 

3) Für den Planeten Merkur (derselbe bereitete, wegen 
der bedeutenden Exccntricität = ^ , den alten Astronomen 
grössere Schwierigkeiten) wurde eine besondere Theorie 
gegeben. 

Um den Punct F (Fig. 10) be- 
schreibe man mit dem Radius ae 
einen Kreis , welcher also durch den 
Punct 0, welcher das puncivm aequam 
ist, geht. Von 0 aus bewegt sich 
der Mittelpnnct C des deferirenden 
Kreises entgegengesetzt der Bewegung der Himmeikörper 
derart; dass der Winkel OFC gleich der mittleren Anomalie 
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des Planeten ist. Die mittlere Länge des Mittelpimctes 
des Epicykels ist gleich der Länge der mittleren Sonne. 
Beschreibt man aus C mit dem Radius des deferlrenden 
Kreises ^en Kreis, welcher die unter der Bichtung der 
mittleren Anomalie gezogene Gerade OL im Pnnote L 
schneidet, so ist L der Mittelpunct des Epicykels. Dazu 
kommt noch die Bewegung des Planeten im Epicykel, 
welche in der synodischen Umlaufszeit 116 Tage) einen 
Umlauf beträgt. 

Die Theorie des Planeten Merkur unterscheidet sich 
TOn der für die übrigen Planeten: 

1) Durch die einfache Exoentricität. 

2) Der Mittelpunct des deferirenden Kreises ist nicht 
fest, sondern be'Nvcgt sich auf einem Kreise , dessen 

Kadius = ae und dessen Mittelpunct das frühere punctum 
aequans ist*^). 

46. 

Bestimmung der Breite der Planeten. 

1) Für die oberen Planeten. Hinsichtlich der 
Breite dieser Planeten hatte man folgende Erscheinungen 
beobachtet: Die Breiten sind sowohl nördlich als südlich, 
die nördlichen Breiten sind häufiger als die südlichen; die 
grössten nördlichen Breiten sind untereinander yerschieden; 
dasselbe gilt auch von den sUdUchen, letztere sind grösser 
als erstere. Während eines siderischen Umlaufes ver- 
schwinden die Breiten zweimal. 

Durch das Weltcentrum S sei eine auf die Apsidenlinie 
senkrechte Gerade gezogen — die Knotenlinie des ex- 
centrischen Kreises; der Ebene desselben gebe man eine 
solche (feste) Keigung gegen die EcHptik, dass der grössere 
Theil deü ezceutrischen Kreises nördlich, der kleinere also 
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südlich liegt Liegt der Mittelpunct des Epicykela in einem ' 
Knoten des excentriscben Kreises , so fftllt die Ebene des 

Epicykels mit der Ecliptik zusammen', die Jireite des Pla- 
neten versclivvindet. Während der Bewegung des JVlittei- 
pnnctes des Epicykels vom aufsteigenden Knoten bis zum 
Apogeam Ä neigt sieh 4^cn Ebene langsam, so dass das 
Apogeum des Epicykels sich nach Süden , das Perigeum 
nach Norden wendet ; dabei bleibt der mittlere Durchmesser 
parallel zur Ecliptik. Am grössten ist diese Schwankung im 
höchsten Poncte des ezoentrischen Kreises, d. i. im Pancte 
Von diesem Pancte bis zum absteigenden Knoten vermindert 
sich diese Schwankung nach demselben Gesetze. Bei der 
weiteren Bewegung des Mittelpunctes des Epicykels nähert 
sich dessen Apogeum nach Norden, also das Perigeum nach 
Süden. 

2) Für die untern Planeten wird dieBrdte durch 

eine veränderliche Neigung der Ebene des deferirenden 
Kreises gegen die Ecliptik und durch Schwankungen der 
Ebene des Epicykels um dessen mittleren Durchmesser und 
dessen Apsidenlinie erklfirt 



Zweiter Absehnitt. 

Neuers Theorien, 
a) Kopernikus. 
47. 

Die Planetentheorie dos Ptolemäus hat sich beinahe 
vierzehn Jahrhunderte erhalten, dieselbe war die herrschende 
bei allen gebildeten Völkern. 

Erst mit dem Ende des Mittelalters trat eine grosse 
Revolution der Sternkunde durch Nikolaus Kopernikus 
(geb. 1475, gest. 1543) ein. Kopernikus zeigte in seinem 
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Werke De rrvolulmiibus orMvni coelesh'wn, welches 1543 zu 
Nürnberg erschien, dass sich die Erscheinungen der Be- 
weguBgen der Gestirne viel einfacher erklären lassen, wenn 
man'die Bewegung der Erde voraussetzt. Er gab zu diesem 
Zwecke der Erde drei Bewegungen: 1) Eine Axendrehung; 
um die tägliche IJmdrehuni; der Himmelskugcl , 2) eine 
jährliche Bewegung der Erde mit einer schiefen Lage der 
Erdaxe gegen die Ecliptik, um die jährliche Bewegung der 
Sonne und die Schiefe der Ecliptik, 3) eine langsame Bewe- 
gung der Pole der Erdaxe um* die Pole der Ecliptik, um die 
Erscheinung der Präcession der Nachtgleichcn zu erklären. 

Für die jährliche Bewegung der P^rde um die Sonne 
setzte KopemikuB übereinstimmend mit Ptolemäus die ein- 
fache B«zcentricit&t yöraus. 

Für die Erklärung der ersten Ungleichheit der Planeten- 
bewegung (die zweite Ungleichheit fiel in Folge der jähr- 
lichen Bewegung der Erde weg) bedienie sich Kopernikus 
der Epicykeln. 

Es sei (Fig. 11) 5 der Mittelpunct 
der Welt, als welcher yon Kopernikus 
der Mittelpunct der Erdbahn , d. i. der 
mittlere Sonnenort angenommen wurde. 
Die Gerade AP sei die Apsidenlinie. 
Um den Punct S bewege sich in der 
Entfernung SJ^ a der Mittelpunct J des grosseren Epi- 
cykels vom Halbmesser J K = ^ ae, um den Punct / bewege 
sich der Mittelpunct K des kleineren Epicykels vom Halb- 
messer KL — ^ae, und im Umfang des letsteren der 
Planet Z 4erartv dass die Winkel der Geraden 5/, JK^ KL 
mit der Apsidenlinie APrespr. 

ccy 180», 2 a 
sind, wo a die mittlere Anomalie bedeutet. 




Digitized by Google 



112 



Zieht man die Gerade parallel zur Geraden JS 

und macht SO = ae, so ist SR = } ae und 110 = \ ae\ 
d. h. die l^cweguug ist dieselbe, wenn sich der Punct K 
um den Punct R und der Planet L um den Punct K 
bewegt. 

Zieht man die Gerade RV ^ ^ ae parallel mit der 
Geraden KL, so sind LL'j KR^ JS einander parallel ; d. h. 
man kann auch den Punct Z' um den Punct R und den 
Planeten L um den Punct sich bewegen lassen. 

Diese drei von Kopemikns unter den Namen 1) Epicepi- 
cyclus, 2) Eccenlrepicyclus, 3) Eccentri eccentrus angegebenen 
Formen der Planetentheorie^ geben also denselben Ort des 
Planeten. Dieselben wurden unmittelbar bei den Planeten 
mit Ausnahme Merkurs angewendet; letzterer erforderte 
>vegen der grossen Excentricität eine besondere Theorie. 

Setzt man 5X r und bezeichnet den Winkel PSL 
mit Vf so eriiftlt man durch Projection auf ein durch den 
Punct S gelegtes rechtwinkliges Axensystem, für welches 

die Gerade AP die ;c-Axe ist, die Gleichungen 

r OOS V 0 cos a.-T f 4" i 2 ^ 
r sin n a sin a '^^aewj[i2Uf 

woraus folgt 

r cos {v — tL) mm a — ae cos a 

r sin (i; — «) «*= 2 ac sin cc, 

und damit 

tang (v — o) « 5 , 

o V ' 1 — e C08 a' 

also bis auf Glieder zweiter Ordnung 

IT « + 2 d sin a + 2 « 
- « 1 + t^—e cos a — cos 2 iK. 

a ' 

Hinsichtlich der wahren Anomalien ersetzen sich bis 
auf Glieder zweiter Ordnung der Excentricität die koperni- 
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kaoiBohe Theorie luid der excentriscfae Kreis mit gleicW 
Theilnng der Excentricität. Vergl. Art. U. 

Die Dreite der Planeten wird bei Kopernikus durch 
• * .fthuliche ScliwaukuBgeu wie bei Ptolemäus erklärt. 

b) Tycho Brahe und Keppier. 

48. 

Das kopernikanische System hatte anfänglich viele 
Gegner gefunden, wozu mancherlei Veranlassung war. 
Erstens war der unmittelbare Gewinn für die berechnende 
Astronomie gering; denn die Baris der kopemikanischen 
Planetentheorie waren grOsstentheils die alten Beobachtungen, 
auf welchen der Almagest des Ptolemäus beruhte, nur einige 
wenige BeobachtuDgen von Kopernikus selbst und drei 
nOmberger Beobachtungen des Planeten Merkur ▼on Bern* 
hard Walther und Johann Schoner wurden noch verwendet. 
Die von Erasmus Reinhold nach dieser Theorie, berech- 
neten prutenischen Tafeln wichen zu Kepplers Zeiten 
von dem beobachteten Orte um (xrade ab, so dass sich 
' die Richtigkeit dßr Theorie nicht prüfen liess, und das 
Ansehen des Almagest bei der Unduldsamkeit der religiösen 
Parteien dadurch fast gar nicht erschüttert wurde. 

Der Einwurf, dass die Fixsterne keine jährlichen 
Parallaxen jseigen, konnte, unter Hinweisung auf die Klein- 
heit derselben, wegen der Ungenauigkdt der Beobachtungen 
der damaligen Zeit noch leicht zurückgewiesen werden. 

Ausserdem machte das Verständnis s des kopemika- 
nischen Werkes den Zeitgenossen bedeutende Schwierig- 
keiten; denn früher hatte man vorausgesetat^ dass jede beob- 
aditete Bewegung eines Kdrpers demselben auch wirklich 
Bukomme, während Kopernikus die Stillstände und rück- 
läufigen Bewegungen für Schein erklärte, entstanden durch 

Fbisciiauf, Astronomie. • 8 



Digitized by Google 



114 



die Bewegung der Erde. Man warf dem nenen Systeme 
vor^ dasB es die Begriffe von Rulie und Bewegung yer- 
wirre, von welchem Vorwurfe es erst durch GBÜlei durch 
die Einführung des Begrilfeä der relativen Bewegung ge-, 
reinigt wurde. 

Das grösste Verdienst für das kopemikanische System 
gebührt jedoch K e p p 1 e rn. 

49. 

Johannes Keppler, geb. 1571 zu Weil im Würtem- 
beigischeni war berufen der dgentiiche Keformator der 
theoretischen Astronomie zu werden. Von Tübingen, wo 
ihn san Lehrer Mftstlin in das kopemikanische System 
einführte, wurde er nach vollendeten Studien den steirischen 
Ständen als Lehrer der Mathematik und Moral für das 
protestantische Gymnasium in Graz eiäpfohlen. Unterstützt 
von einer fast divinatorisoheh Erfindungsgabe vereint mit 
einem ^semen Fleisse und einer nnbegr&nzten Vorliebe 
für alles Geheininissvolle und Wunderbare, gelang es 
Kepplern die wahren Gesetze der Planetenbewegung zu 
entdecken. Dabei ist es hddbst beachtenswerth, das Keppier 
dieselben hauptsächlich zum Zwecke der Begründung seiner 
kosmischen Ideen, welche in einer Vereinigung der pytha- 
goräischen Vorstellungen mit den christlichen Ideen seiner 
Zeit bestanden; entdeckte. Dieser mystische Zug seines 
Geistes tritt am deutliohsten in seinem Erstlings -Werke 
„Mptterhm camographicum** (1596 zum erstenmale in Tü- 
bingen und zum zweitenmale mit Anmerkungen von Keppler 
1621 in Frankfurt herausgegeben) .hervor. 

Anfänglich suchte Keppler ein Gesetz zwischen den 
Entfernungen der Planeten von der Sonne, jedoch ohne 
Elrfolg; nun versuchte er auf geometrischem Wege das 
Geheimniss des Weltbaues zu ergründen. Das Krumme ist 
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ein Bild Gottes, in der Kugel selbst ist durch den Mittel- 
jjiuict; die OberÜäche und die Gleichheit der Beschaffen- 
heit, zwischen Mittclpunct und Oberfläche die Dreieinigkeit 
versinnücht Bei der Erschaffang der Welt wurde zuerst 
die Alles amfassende FixstemensphSre nach dem Voli- 
koxnmensten in der Geometrie, dem Bilde der Kngel, ge- 
schaffen. Das Vollkommenste nach der Kugel sind die 
fünf regulären Körper. Diese hatten schon bei den Pythago- 
rftem eine kosmologische Bedentang. Es bedeutete nämlich 
der Würfel die Erde, das Ikosaeder den Himmel, die Py- 
ramide das Fener, die beiden übrigen die Luft und das 
Wasser. Das Planetensystem ist daher nach der Idee der 
fünf regulären Körper gebildet. Dieser Grundgedanke 
wird nun auf folgende Art durchgeführt: Jedem regulären 
Kl^rper ISast sich eine Kugel umschreiben und dnscfareiben. 
Die sechs Planetensphären bilden fünf Zwischenräume, 
zwischen welche man die fünf regulären Körper so ein- 
schalten kann, dass — die äonme aU gemeinsamer Mittei- 
punct der Sphären und regulären Körper Torausgesetat — 
jedem dieser Körper eine Sphäre um- und einbeschrieben ist. 

Die Aufeinanderfolge ist derart: Saturn, Kubus, 
Jupiter, Tetraeder, Mars, Dod*ekaeder, Erde, Iko- 
saeder, Venus, Octaeder, Merkur. Dabei ist die Satum- 
8pt|äre.dem WfirfeTumschrieben, die Jupitersphäre dem Würfel 
einbeschrieben und dem Tetraeder umschrieben, u. s. w. 

Da jedoch die Bewegung der Planeten nicht in Kreisen 

geschieht, in deren Mittelpunct sich die Sonne befindet, 

sondern in ezcentxischen Bahnen; so gab Keppler den 

Sphären (ähnlich wie Peurbaoh) dne .solche Dicke als 

der Unterschied der* grössten und kleinsten Entfernung des 

Planeten von der Sonne beträgt. Die Anordnung war nun 

. so, dass z. B. die innere OberÜäche der Saturnsphäre dem 

8* 
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Würfel umBcbrieben, die ftuBsere Oberfläche der Jupiter- 
Sphäre dem Wflrfel elnbeflcbrieben war, und ebenso bei 
den übrigen Planeten. 

Setzt man den Halbmesser der umschriebenen Kugel 
« 1000, so ist der HalbmeBser der einbeschriebenen 
Kugel im 

Kubus 577 - 

Tetraeder 333 
Dodekaeder 795 
Ikosaeder 7d5 
Oetaeder 577 

Beschreibt man in das von den vier mittleren Seiten des 
Octaeders gebildete Quadrat einen Kreis, so ist dessen 
Halbmesser -= 707. 

Für die aus der Theorie des Eopemikus folgenden 
Werthe der Entfernungen der Planeten vom Mittelpuncte 
der Erdbahn ergibt sich: 
Satu rn 
Jupiter 
Mars 
Erde 

Venus • Merkur 723 *). 

Mit Ausnahme des Planeten Jupiter sind die Abwei- 
chungen von den obigen Zahlen geringe;* Kepples sehpb 
diese Unterschiede auf die mangelhafte Theorie des Koper- 
nikus, namentlich auf die ungenauen Excentricitäten ; er 
konnte das mit Recht thun: denn zu seiner Zeit betrug 
die Abweichung der prutenischen Tafel für den Mars 3^, 
für die Venus 5^, fOr Merkur sogar 10^ oder 11^ Keppler 

*) Ans den tychonischen Beobaohtnigea folgen die Zahlen: 608, 
33G, 737, 742, 664, welche Ton den neueren Angaben nleht viel ab- 
weichen. 



Setzt man 
die kleinste 
Entfernung 
von 



= 1000, so 
ist die grösste 
Entfernung 
von 



Jupiter 




635 






333 


Erde 




757 


Venus 




794 


Merkur 




723 



Digitized by Google 



117 

hatte die sichere Ucbcrzeugung; dass seine Ideen des Welt- 
baues nach den regulären Körpern mit den richtig beßtimmten 
Entfernungen und £xcentrioitäten übereinstimmen würden. 
Es handelte sich also um genauere Werthe für diese.GrÖssen; 
- allein für diese waren genauere Beobachtungen nöüiig als 
diejenigen waren, auf wclclic Ivopcrnikus seine Theorie ge- 
gründet hatte. Zum Glücke für Keppiers reformatorische 
Bestrebungen war gleichzeitig in' der Beobachtungskunst 
ein riesiger Fortschritt gemacht worden durch den dKoischen 
Astronomen Tycho Brahe. 

50. 

Tycho Brahe, geb* 1Ö46; stammte aus einem alten 
dänischen Geschlechte. Sdion in frühester Jugend sich mit 
Astronomie beschäftigend, erkannte er die Ungenauigkeit 

der Beobachtungen als die eigentliche Quelle der Fehler 
der astronomischen Tafeln, und fasste daher den Flau auf 
Grundlage sorgfältiger Beobachtungen neue astronomische 
Tafehi zu rechnen. Die Missachtung der 'Wissenschaften 
durch den dänischen Adel bewög ihn zu einer Rmse nach 
Deutschland, wo er mit den meisten Astronomen seiner 
Zeit Bekanntschaft machte. Auf einer zweiten Reise hielt 
er sich längere Zeit beim Landgrafen Wilhelm IV. von - 
Hessen auf, welcher ebenfalls durch Vereinfachung der 
astronomischen ifistmifiente eine grössere Genauigkeit der 
Beobachtungen anstrebte. Nach seiner Rückkehr nach 
Dänemark Hess ihm der König Friedrich IL, welcher durch 
den Landgrafen Wilhelm auf Tycho aufmerksam gemadit 
war^ auf der Insel Hween ein mit allen HQlfsmittehi ver- 
sehenes Observatorium „Uranienburg" errichten. 

^lit Hülfe zahhreicher Schüler wurde in dem Zeiträume 
von 21 Jahren ein grosses Fixsternverzeichniss angelogt. 
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fortgesetzte Beobachtungen der Sonne, des Mondes, der 

Planeten und Kometen angestellt. Es wurden die Instr'u- 
mcntaltchler mit Hüiio der Beobachtungen bobtimmt, und 
die Correotionen der Beobachtungen ermittelt. 

Nach dem Tode Friedrichs II« wurde Tycho durch die 
Intriguen des Ministers Walkendorf gezwungen , sein Vater- 
land zu verlassen. Er folgte nun einem Rufe des Kaisers 
Kudolf XI. nach Prag, welches nun der Sitz der Astronomie 
wnrde. . Hier sollten vor allem ans den Beobachtungen neue 
astronomische Tafeln gerechnet werden , su welcher Arbeit 
fast aUe mathematischen Kr&fte der damaligen Zeit anfge* 
boten wurden; auch Keppler, welcher durch sein Geheim- 
nisB des Wcltbaues bereits die Aufmerksamkeit der astro- 
nomischen Welt auf sich gelenkt hatte, wurde hierzu von 
Tfdio ebgdaden. Keppler, ohnedies durch dia Beligions- 
Yerfolgung bedrängt^ kam gegen Ende Januar 1600 nach 
Prag. Hier hatte Tycho mit Hülfe des Longomontanus 
bereits die Theorie der Sonne und des Mondes vollendet, 
und machte sich eben an die Bearbeitung der Planeten, 
als er piötzlidi (1601) starb. 

Das System 7 nach welchem Tycho die Bewegungen 
der Planeten darstellen wollte, war ein Uebergang vom 
- ptolemäischen zum kopernikanischen. Tycho setzt die 
ruhende Erde als Weltcenimm voraus, Iftsst um dieselbe 
in einem ezcentrischen Kreise mit Excentricitä^t 
die Sonne bewegen, und um diese in der ersten koperni- 
kanischen Form {Epicepicyclus) die Planeten, wobei sogar mit 
Ausnahme des Planeten Mars dasselbe Verhältniss der ita- 
dien der Epicykehi angenommen wurde. Ausserdem bezog 
man im tychonischen Systeme die Beobachtungen nicht auf 
den wahren Sonnenort, sondern auf den mittleren d. i. den 
^Litielpunct der Erdbahn. 
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Kcppler nach Tychos Tode zum Ldf er der kaiserlichen 
Sternwarto ernannt, hatte nun dessen astronomische Auf- 
gaben übernommen. Da -Longomontanus sich gerade mit 
den Arbeiten über den Planeten Mars beschäftigte, so be- 
gann Keppler seine Untersachnngen mit diesem Planeten. 
Man hatte für denselben bereits eine Theorie erdacht, welche 
die Längen in der Bahn auf ungefähr 12' darstellte} allein 
mit den Breiten ging es ziemlich schlecht. 

Der Planet Mars ist ganz geeignet für eine richtige 
Theorie die Ghrundlagen zu liefern. Die bedeutende Excen- 
^ tridtilt der Marsbahn = ^ nnd die Nähe des Planeten zur 
Erde zur Zeit der Opposition bewirkt, dass die Unrichtig- 
keit einer falschen Annahme in der Figur der Bahn augen- 
blicklich hervortreten mnsste. Dem Keppler standen die 
zahlreichen Beobachtungen Tychos zu Gebote. Diese um- 
fassten einen Zeitraum von 16 Jahren, waren auf die ganze 
Bahn gleichförmig vertheilt und dabei von einer grossen 
Genauigkeit, auf höchstens 2' unsicher. Für die späteren . 
Zeiten bediente sich Keppler theils eigener theils der eben- 
falls vortrefflichen Beobachtungen des David Fabrioins. 

Die Bemühungen Kepplers in Betreff des Planeten 
^lars führten ihn schliesslich zur Entdeckung seiner beiden 
ersten Gesetze, welche in dem Werke: „Asironomia nova 
(K^TM>Ao)^ros, seu Phffsica coelesiis iradiia eommeniaräs de 
moiüm steüae Mariis, ex observatianibus G, V,' Tychonit 
Brahe . . . 1609 enthalten sind. 

Keppler folgte bei seinen Untersuchungen Anfangs 
noch den Ideen des Ptolemäus, Kopernikus und Tycho. 
Zunächst suchte er die Lösung der Frage der ersten Un- 
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gleichheit, die Bestimmung der Elemente der Marsbalin; 

für die Bewegung wurden die früheren Gesetze voraus- 
gesetzt. 

Bei «der Bestimmung der Elemente können die auf die 
Lage der Balm bezfiglichen getrennt von den übrigen be- 
stimmt werden ; Kcpplor begann daher seine üntersncbungcn 

mit der Bestimmimg der Lage der ISlarsbahn, d. i. mit der • 
Bestimmung der Knoten und der Neigung. 

I. Ist der Planet zur Zeit der Opposition im Knoten, 

so ist dessen Breite gleich Null und die beobachtete geocen- 
ti'ische Länge = der heliocentrischen Länge = der liängo 
des Knotens. Keppler findet für die Länge des aufsteigenden 
Knotens Sl Den absteigenden Knoten findet Kepp- 

ler auf der entgegengesetsten Seite der SonnOj also um 
180" verschieden. 

IL Die Neigung bestimmt Keppler directe aus solchen 
Beobachtungen des Planeten Mars, für welche sich die 
Erde in der Knotenlinie der Marsbahn befand. Ist nftm- 

. lieh der Unterschied der geocentrischen Länge des Mars 
und des Knotens^ ß dio beobachtete Breite^ so wird die 
Neigung i erhalten aus: 

tangf«^. 

® sin ff 

Ist zugleich » 90^, d. h. die Sonne mit dem Planeten 
in Quadratur, so ist d. h*. die beobachtete Breite 

=B= der Neigung der Bahn. Auch eine Beobachtung dieser 
Art fand Keppler in dem tychonischen Nachlasse. Keppler 
findet auf diese Art, und durch zwei andere Methoden- 
bestätigend, für die Neigung den Werth 

1 — 1« 5a. 

Durch die Vergleichung einer grösseren Anzahl von 
Beobachtungen erhält Keppler das wichtige Resultat: I) Die 
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Knotcnlinie der Marsbahn geht nicht durch den mittleren 
Sonnenort (durch den wahren bestätiget er am Schlüsse) 
nnd hat eine constanto Lage; 2) Die Neigung ist imyer- 
änderlich. Es gibt duher keine Schwankungen der excen- 
triBcken Salinen. 

III. Kcp})lcr reducirtc nun die auf den Mittclpunct 
der Erdbahn bezogenen Längen des Pianoten Mars auf den 
wahren Ort der Sonne; denn letztere ist das Centrum der 
Welt, nicht der leere Mittelpunct der Erdbahn. 

Von zwölf Oppositionen des Planeten Mars wfthlte 
Keppler vier aus (die von den Jahren 1587, 1589^1591, 1593), 
für diese vier Orte waren gegeben: a) Die vier wahren 
Längen in der Bahn, b) Die vier mittleren L&ngen in der 
Bahn, deren Differenzen man, da die mittlere Bewegung 
durch die ümlaufszeit bekannt war, genau kannte. In 
Folge der IJn|:^onauigkeit der ersten mittleren Länge konnte 
man dieselben mit einem constanten Fehler voraussetzen, 
c) Die beobachteten (geocentrischen) Breiten. 

Es seien (Fig. 12) Jf,, M^y if„ die vier Orte des 
Planeten in der Bahn, S sei der Mittelpunct der Sonno, 
ASP die Apsidenlinie. Keppler 

91g. 12. 

suchte nun eine Bahn unter der 
Voraussetzung, dass erstens die 
vier Puncie M^* , in einem 
Kreise, dessen Mittelpunct 0 ist, j[ 

liegen , zweitens die 15ewegung 
des Planeten von dem Puncto F 
aus gleichförmig erscheint; wobei 
die Puncte F, 0, Sm der Apsiden- 
linie liegen. Dio lotztore Annahme wird dadurch gefordert, 
dass die Bewegung am schnellsten ist, wenn das Gestirn 
der Sonne am nächsten ist. 
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Die AnfldBung goscbieht indireot. Eb werde die Lage 

der ApsidenÜDie und die erbte mittlere Anomalie, also die 
Winkel , 

als bekannt vorausgeBetzi 

Man setze FS^mc, und rechne aus den Dreiecken 

FS3f^y FSM^^, FSM.^y FSM^y in welchen die Seite und 
die Winkel an derselben bekannt sind, die Entfernungen 
SM^f SM^, SM^f SM^ in Theilen Ton c. 

Aus den Dreiecken SMy und SM^ erhält man 
den Winkel. yV, des Vierecks M.^ M.^ und analog die 
Winkel M2, M^y M^, Sollen die vier Puncto , • m 
einem Kreise liegen, so muss daher 

1) + M.^ = ü/j + =: 180». 

Da der Punct 0 als Mittelpunct des Kreises voraus- 
gesetzt wird, so ist Winkel M^O M^^^M^ M^, der 
letztere Winkel ist durch die Theile S und S 

bekannt. Bestimmt man im Dreiecke 5 y¥, J/, die Seite 

il/,, so kann man im gleichschenkligen Dreiecke 0 
den Radius 0 0 in Theilen von e und den Winkel 
0 üf, ^4 rechnen; mithin auok e in Theilen des Radius an- 
geben. Da Winke! 0 M^S^O — S yV, ist, so 
kann man im Dreiecke 0 S J/, die Seite 0 S und den Winkel 
OS Ml, bestimmen} nun ist Winkel 

2) ÖSif, — 180» — 

Man ändert nun die Lage der Geraden A P d. h. den 
Winkel PSM^ und die erste mittlere Anomalie d. h. den 
Winkel. P/'iTi so lange, bis die Bedingungen 1) und 2) 
erfüllt siiid^9). 

Kach siebenzig Versuchen erhielt Keppler eine Kreis- 
bahn j dabei war^ 0 P^ 0 A^l gesetzt: 



Digitized by Gopgle 



123 • 

FO^ 0.07232 ,05— 0.11332 , 
also die ^^anze Excentricität = 0.18564, die Hälfte = 0.09282. 

Keppler nannte diese Bahn die stellvertretende 
Hypothese, dieselbe stellte die Längen in der Bahn anf 

ungefähr 1' — 2' dar, also bis auf die Genauigkeit der 
tychonischen Beobachtungen j sie gibt aber den Kadius- 
vector falsch. 

. Vergleicht man nämlich diese Kreisbahn mit der Ellipse, 

so erhält man, wenn für die Ellipse e 0.093 gesetzt wird, 
als Fehler der wahren Anomalie: 

Ellipse — Kreis B r.2 sina-f- IM sin2 a, also verschwindend. 
Der Fehler von ^ ist jedoch , wie ans den Formeln (1) und 
. (3) des Art. 44. unmittelbar erhellt, sehr bedeutend. 

Ungeachtet der guten Darstellung der Längen in der 
Bahn (von den Breiten macht Keppler keine Erwähnung) 

verwarf Keppler diese cxcentrische Kreisbahn*, dazu bewogen 
ihn die unmittelbaren Bestimmungen der Entfernungen des 
Mittelpunctes der Bahn von dem Mittelpunote der Welt 
(d. i. der Sonne). Keppler bestimmt aus den Beobaoh* 
tnngen in der Nähe des Aphel und Perihel die grösste und 
kleinste Hntternung des Mars von der Sonne und daraus 
die Excentricität^'). Er findet hierbei c nahe = 0.09, welcher 
Werth von ««0.11332 sehr verschieden ist, mit dem Werthe 
i + ^0 " 0.09282 nahe fiberdnstimmt. Keppler ver- 
suchte nun die gleiche Theilnn'g mit der Excentricität 
= 0.09282. Diese Voraussetzung gab in den Anomalien 
von ungefähr 45% 135% . . einen Fehler von 8' bis 9'*). 
Diese acht Minuten waren für Keppler der Beweis der 

*) Da dieser Werth der Ezcentrtcitftt von dem wahren sehr wenig 

abweicht, so ^enü(rt für die Fehlerscliätzung der Untorschied der 
Glieder der «weiten Potenzen, wie er in Art. 44. angegfeben ist« 
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Unrichtigkeit der excentrischen ^ Kreisbahn mit gleicher 

Excentricität. 

Der stellvertretenden Hypothese bediente sich Keppler 
2ur Berechnung der wahren Anomalie, woher er ihr auch 

dic&cu Namen gab. 

58. • 

Mit der Erkenntniss der Unhaltbarkmt der im vor. Art. 

crwähmon liypotliescn für die Marsbahn trat ein Wende- 
punct in den Arbeiten Kcpplers cinj er folgte von nun an 
nur mdir seinen eigenen Ideen. Zunächst versuchte nun 
Keppler die Lösung der Frage der zweiten Unglachheiti 
und da diese ihren Grund in der Bewegung der Erde hat, 
. so suchte Keppler eine genaue iicätinunung der Erdbahn. 

Tycho hatte die Sonnenbahn als einen exoentrischen 

Kreis rait dem Mittelpunct als punctum aequans voraus- 
gesetzt. Durch die Bestimmung der grössten Mittelpuncts- 
gieichung 9 2^ 3^ erhielt er die Excentricität 

sin 9) e 0.03584, die Hälfte — 0.01792. 

Keppler hatte berdts ip seinem ^^Geheimniss des Welt- 
baues'' die Ansicht geäussert , dass, wenn die Erde nach 

der koitcrnikanischcn Ansicht ein Phinct ist, die gleiche 
Theilung stattfinden inUsste.. Als nun Tycho an Keppler 
. schrieb, dass sich die Erdbahn (aus den Beobachtungen 
der oberen Planeten) zu verengern und erweitern scheine^ 
kam Keppler unmittelbar ssur Ansicht, dass ihr Mittelpunct 
nicht das punctum aequans sein könne. 

Keppler suchte nun eine unabhängige Bestimmung der 

Elemente der Erdbahn und bediente sich hierzu der Beob- 
achtungen des Planeten Majs. 
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Es dei (Elg. 13) der Planet Mars mehrmals in dem- 
selben Puncte M seiner Bahn beobachtet worden. Zitf Zeit 

der ersten Beobachtung sei die Erde 
im Functe Ey Ist N die Projection des 
Ortes M auf die .Ediptik, so sindy 
wenn man 'die hefiocentrische LSnge 
des Pnnctes M oder ^ und die Länge 
der Sonne kennt*), im Dreiecke 5 N 
die sämmtiichen Winkel bekannt, also das Verhältniss 

gegoben. 

Nach Ablanf eines siderischen Marsjahres befinde sich 

die Erde im Puncto i^,; erhält dadurch wieder das 

Verhältniss 

S£^ : u. s. w. 

Man kann daher die Distanzen SE^f SE2, . . in Theilen 
der Distanz S N bestimmen. 

1) Sind (Fig. 14) zwei Distanzen S E^, SE.^ und deren 
Lage gegeben, so erhält man — die Lage der Apsiden- 
Unie .4P der Erdbahn (ans den tycho- 
nischen Bestimmungen) als bekannt ^ 
vorausgesetzt — die Elemente der 
Erdbahn auf die folgende Art: Im 
Dreiecke S E^ bestimme man die 
Sdme El E^ nnd den Winkel 

Zieht man Tom Mittelpnncte 0 die Gerade OB 1. E^ E^j 

ferner _L E^ E^, SC \\ E^ E.,, so erhält man im Dreiecke 
SE^J) die Seiten SD=CB und E^ JJj und damit 

SC^^^DB^E^B-^E^D. 

*) Die helioccntrisclio LUngc des Mars erbült man hinreichend 
genan ans der steltvertreteuden Hypothese, die Lange der Sonne 
durch die Beobachtung. 




I 
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Im Dreiecke SOC kennt man die Seite S C und den 
Winkel OSC, weil die Lagen der Geraden nnd ÄP 

bekannt sind; man (jihält daher die Seite OC und OS, 

Aus OB=OC-\-SD und E^ D erhält mau den Kadius 
0 0 nnd damit die £zeentricit&t 

OS 

2) Sind (Fig. 15) drei Distansen SEi, SE,, SE^uaA 

deren Lage gegeben; so kann man aus denselben sämmt- 

iiclie Elemente der Erdbahn be- 
stimmen. In dem Dreiecke S E^E^ 
rechne man die Seite E^ E^, ana- . 
log E2 Er^y E^, "Sun bestimme man 
den Winkel A', E.^] da dieser 
• «SS ^ Winkel E^ 0 E2 ist, so kann 
man im Dreiecke 0 E^ E^ den Radius 
jf, OE^ » 0^, und den Winkel E^ 

berechnen. Damit erhält man den 
Winkel 0 S= Winkel S L\ E., — 0 E.^, ^vodurch im 
Dreiecke 0 S E^ die beiden Seiten und der eingeschlossene . 
Winkel bekannt sind. Ans dem Dreiecke 0 S £^ erhält 
man die Grdsse und Richtung der Seite 0 S, 

Keppler fand nach diesen Methoden iür die Excentrici- 
tät im Mittel den Werth ; e => O.OlÖÜÜ, also ungefähr den 
halben Werth der Entfernung des punctum aequans von der 
Sonne nach dem tychonischen System. Damit war die gleiche 
Theilnng der Efxcentricitftt für die Erdbahn nachgewiesen. 

Zusatz. Ist die Erdbahn bekannt, so kennt man im 
Dreiecke SE^ E^ der Fig. ISdieSeitra SEi, SE^ und den 
Winkel i?i 5JE^. Man kann daher die Seite E^ und die 
Winkel bei ^1 und rechnen. Da der Winkel S E^ N . 

der beobachtete Längenunterschied zwischen Mars und 
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Sonne, ist, so ist der Winkel B^E^N^ und analog der 
Winkel K N bekannt; man kann daher im Dreiecke 

E.^ N die Seilen N und E., N berechnen. Man kann 
nun aus dem Dreiecke S E^ N oder S E2 N die Seite S N und 
die Lage dieser Linie d. i. die Projection der Entfernung 
yon der Sonne nnd die hetiocentrische Länge, des Mars 
bestimmen. 

In dem Dreiecke E^ M N ist der Winkel bei E^ = der 
beobachteten Breite , man erhält daher die Distanz M N. 
Aus dieser und der Distanz S N erhält man den Winkel 
NSM der heliocentrischen Brdte des Mars und die 
Distanz $ M des Planeten von der Sonne. . 

54. 

Die Untersuchungen, welche nun Keppler Uber die 
Ursache der Planetenbewegungen anstellte, führten ihn zur 

Entdeckung seines zweiten Gesetzes, welches also der 
Zeit nach das erste ist. 

Die Ursache der Bewegung der Planeten ist die Sonne j 
die Kraft, welche den Planeten kreisförmig bewegt, nimmt 
mit der Entfernung ab; denn sie Verbreitet sich (fihnlidi 
wie das Licht) auf einen grösseren Raum. 

Die Zeit, welche der Planet braucht; um gleiche und \ 
unendlich kleine Bögen des excentrischen Krdses zu be* 
schreiben, sind der Entfernung des Planeten von der Sonne 
})ioportional'^); die Summe der Zeiten , in welcher ein 
endlicher Bogen beschrieben wird, ist also proportional der 
Summe der Entfernungen d. i. der Fläche,, welche der 
Radius -Vector durchstreift (zweites kepplerisches Gesetz). . 

Das Gesetz ist richtig, die Abldtung aber falsch, die- 
selbe gilt nur für die Apsiden, welche Puncto hier Keppler 
nur berücksichtiget'^). 
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Keppler ist sieh jedoch des Fehlers, wenn fOr die 
Summen der Entfemimgen die Flächen gesetst werden, 
bewnsst; er h&lt jedoch an der Richtigkeit des sweiten 

Gesetzes foHwährend fest. 

56. 

Zur Theorie des Planeten Mars zurückgekehrt er* 
mittelte Keppler ans den Beobachtnngmi des Mars in der 
K&he des Perihel und Aphel neue Werthe ftir die Lage 

der Apsidenlinie, Perilielzeit; mittlere Entfernung und Excen- 
tricit&t der Marsbabn, — dieselbe noch immer als ein Kreis 
▼oransgesetzt — • Das im vorigen Art. gefundene Oesets be- 
stinunt die Bewegung des Planeten in der Bahn; man er- 
halt dadurch folgende Methode zur Bestimmung der Mittel- 
punctsgleicbung des exccntrisclien Kreises: 

Die Fläche SPL (Fig. 16) ist das Mass 
der mittleren Anomalie, d^n dieselbe ist der 
Zeit proportional 

Der Winkel POL — ^ ist die excentri- 
sche Anomalie. 

Die Fläche des Dreiecks SLO'isi das Mass 

« 

des Ueberachusses der excentrischen Anomalie Uber die 
mittlere. 

_ • 

Der Winkel (p — 8L0 d. i. die optische Gleichung ist 
der Ueberschuss der wahren Anomalie über die excentrische. 

Ist i die seit dem Durchgänge durch das Perihel ver- 
flossene Zeit, ü die Umlaufszeit des Pkneten, so ist 
Fl&che SPL la^n^tiü 
Fläche SPL = Fläche OPL — A OSL 

also ' 

E — e tia £ i mm mittlere Anomalie « «r. 
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Projicirt man den Badiua-Vector SL auf die Gerade 

OLf 8o. erhält man 

I r C08 9 a a — aeeosE 

rein 9 aetm E, 

woraus 

r BS (a — cos 860 9 

. , e sin E 

folgt Ausserdem ist E+ip, 
Ans , diesen Gldchnngen folgt 

i> = c( -j- 2 e s'm a '\- ^ e"^ sin 2 a -\- . . 
Die Differenz : Ellipse — Kreiß = — J sin 2« *), also 
im Maadmnm wieder ungefähr 8% welchen Fehler anch- 
Keppler der Vergleidiung der tychoüischen Beob- 
achtungen fmä. Der Fehler ist (bis auf Glieder swdter 
Ordnung) von gleicher Grösse aber entgegengesetztem 
Zeichen ; wie bei der Hypothese der gleichen Theilung der 
Excentricität 



Nachdem alle Versnche, unter Vorauflsetaung des excen- 

trisclien Kreises, die Marsbahn aus den beobachteten Längen 
zu bestimmen^ mlBslungcn waren, suchte Kcpplcr vermittelst 
der Entfernungen des Mars Ton der Sonne die Figur der 
Bahn zu bestimmen. 

Zu diesem Ende rechnete er drei Distanzen ausser den 
Oppositionen j die eine nahe am Aphei, die beiden anderen 
in der Nähe der mittleren Entfernungen. Das Resultat war 
folgendes: 

ans der Kreishyp. auf den Beob. 

berechnete Entfernungen. 
1.CG005 1.6G255 
1.G3883 1.63100 
t.48ö39 1.47750. 

*) Vergl. die Note des Art. 68. 
FlncnuLiiv, Asttonoinl«. 9 



Digitized by Google 



Die Fehler betragen res]). 35n, 783; 739 Einheiten der 
fünften Decimale. 

Weil die wahren Distaiizeu kleiner sind, als die aus 
der Kreishypothese berechneten , so folgerte Keppler: Die ' 
Bahn des Planeten ist hem Kxeia, sondern eine Art von 
Oval, welches sich in den Apsiden an den Kreis anscfaliesst, 
gegen die mittleren Entfernungen zu von dem Kreise immer 
mehr abweicht. Für diese Ovalform gibt sogar Keppler 
Qrttndej die Construction dieser ovalförmigen Chirve 
(mit einem brmteren und önem spitzeren Epde) nnd 
die Löbung der Aufgabe: die Grösse der Ovalfl&che zu 
bestimmen, sowie dieselbe in Theile nach gegebenem 
Verh&Ltuisse ^u theilen, machten ihm grosse Schwierig- 
k^ten. Beide Aufgaben wurden nur näherongsweise auf 
folgende Art gelöst: 

1) Die Puncte der Ovallinie werden durcli Verbindung 
der stellvertretenden Hypothese des Art. 5^. III. mit der der 
gleichen Theilung erhalten. Die stellvertretende Hypothese- 
bestimmt die wahre Lage des Badius-Vectors. Beschreibt 
man aus der Mitte 0 der gaivsen Excentricität FS (der 
Figur 8 oder 12) mit der mittleren Entfernung als Halb- 
messer einen Kreis und zieht den Kadius ON unter dem 
Winkel der mittleren Anomalie , sa stellt die Distanz SN 
die wahre Länge des Kadius -Vectors dar. 

2) Für die Quadrirung und Theilung der Ovale (von 
der Sonne aus) bediente sich Keppler einer Ellipse, deren 
grÖBSte Breite des sichelförmigen Randes, den sie vom 
excentrischen Kreis abschneidet; 0.00858 a beträgt; denn 
von dieser Qr^sse war die grösste Breite der durch die 
Ovallinie abgeschnittenen Sichel. 

Als jedoch Keppler die nach der Oval- Hypothese be- 
rechneten Distanzen des Mars von der Sonne mit den aus 
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den Beobachtungen erhaltenen verglich, fand er sie zn 
Idein y und zwar in der Nähe der mittleren Entfernung um 

660 Einheiten der fünften Stelle. Ebenso hatte sein astrono- 
miscber Freund David Fabricius, dem er diese letzteren 
Untersuchungen mitgetheiit hatte ^ aus der Vergleichung 
der berechneten (geooentrischen) Orte mit den* Beobach- 
tungen geschlossen y dass die Oval -Hypothese die Distanzen 
zu kurz gebe. Keppler war jedoch bereits mit der Ver- 
besserung seiner Tlieorie beschäftigt, als er von Fabricius 
diese Nachricht erhielt j diese Verbesserung, die ihn schliess- 
lich zur wahren Figur der Marsbahn führte, bot sich ihm 
auf folgendem Wege dar. 

Für den in Art. 55. erwähnten Werth der Excentricität 
e M 0.09264- ist die optische Gleichung ip, entsprechend 
der grdssten Mittelpunets- Gleichung, bestimmt durch 

tang q) = c, also q) = 18'. 

Durch einen glücklichen Zufall gerieth Keppler auf 
die Secante dieses Winkels = 1.00429, welche voii der 

Einheit um 0.00429 abweicht. Ungefähr dieselbe Grösse 
beträgt in der Nähe der mitteren Entfernungen der Fehler 

von ^ im ezcentrischen Krdse. „Setzt man daher in der 

mittleren Entfernung statt der Secante der optischen Glei- 
chung den Radius, so erhält man den waliren Werth.'' 
Dieses fOr die Anomalien von nahe 90*^ oder 270^ ge- 
fundene Resultat dehnte Keppler auf alle Puncto der Bahn 
aus; er scliloss ganz allgemein, dass man durch die Multi- 
plication des aus dem excentrischen Kreise erhaltenen Radius- 
Vectors mit dem Cosinus der optischen Gleichung die 
wahre Distanz erhftlt; d. h. dass 

. r flr — ae cos E 
ist''). Dieses Resultat bestätigt Keppler durch die Ver- 



Digitized by Google 



132 

gleiehnng mit einer Reihe von Distanzen , welche er aus 
den tychonischen Beohachtangen erhalten hatte. 

Nachdem das Gesetz für die Grösse des Radius- Vectors 
gefunden war, handelte es sich um die Bestimmung der 
Lage desselben; diese masste so gewählt werden, dass das 
obige empirisch gefundene Gesetz nicht gisstört wfirde. 
Dazu bot sich ftir Keppler zunächst Folgendes dar: 

Es sei (Fig. 17) 0 der Mittelpunkt des cxcentrischen 
Kreises, OS die Excentricität. Beschreibt man aus S mit 
demselben Radius einen Kreis, und aus einem beliebigen 
ng. n. Funct M des Umfaoges des 

letztem mit dem Radins^^O^ 
einen Epicykel, so schneidet 
dieser den cxcentrischen 
Kreis im Puncto L derart^ 
dass das Viereck OS ML ein 
Parallelogramm ist, wie man unmittelbar ersieht, wenn man 
die Gerade SL zieht. Ein aus dem Puncto 0 als Älittelpunct 
beschriebener excentrischer Ejreis kann daher .durcli einen 
aus S mit demselben Halbmesser beschriebenen Kreis und 
einen Epicykel ersetzt werden, wenn der Radius des Epicykels 
gleich ist der Excentricität. 

Ist nun POL = = cxcentrischen Anomalie — 
bestimmt nach Art. öö. — , so ist LMS = E, also SR 
SM — i^üfs a — aecos r, wenn ZA JL «Sif ist 

Der Planet hat sich daher seit seinem Perihel in dem 
zur Sonne gerichteten Durchmesser des Epicykels von seiner 
anfänglichen Entfernung p^^a — ae um die Grösse q = 
ae (i — cos E) entfernt. 

Beschreibt man nun aus dem Puncto S mit dem Radius 
SR einen Kreis, welcher die Gerade OL im Püncte T'schneidety 
so stellt ST die Grösse und Lage des Radius- Vectors dar. 
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Als jedüc'Ii Kcp|)]er diese Bestimmung der Lage mit 
der stcllverti'etcnden Hypothese verglich, fand er Unter- 
schiede von 4' — er war nun selbst bereit das obige 
Gesets der Distanzen fallen zu lassen. 

Nun kehrte Kcpi)lcr wieder zur Ellipse zurück, da er 
sich dieser Linie bereits bei der Oval -Hypothese als Hülfs- 
mittel bedient hatte, er setzte jedoch gemftss den früheren 
Bestimmtuigen für die Marsbahn eine Ellipse, deren grösste 
Breite dos sichelförmigen Randes , welchen dieselbe vom • 
cxcentrischcn Kreise abschneidet, 0.00420 a beträgt*). 

Eeppler bewdst nun, dass gerade in der Ellipsei wenn 
sich im Brennpnnete die Sonne befindet, 

r «SB <f — cos E 

bt; die Lage des Radins-Vectors ist dann bestimmt durch 

r cos V ^ a cos E — ac. 

Der Fehler der vorigen Lagenbestimmung hatte, wie 
Keppler selbst bemerkt, seinen Grund darin, dass statt 

des Durchsclinittspunctes der Senkreclitcn vom runctc /> 
auf die Apsidenlinie mit dem Kreise Ji T (d. i. des Punctos 
der Ellipse) der Funct T als Ort des Planeten genommen 
wird. • 

iStatt des Vcriiiiltnisses der elliptischen Flächen setzt 
Keppler (genau, nach dem in Art. 2. durchgeführten Wege) 
das entsprechende Verhältniss üer Flächen des ezcentrisdien 
Kruses. • 

Auf diese Art erhielt Keppler das wichtige Resultat: 
„Die Bahn des Mars ist eine Ellipse, in deren einem 
Brennpuncte sich der Mittelpunct der Sonne befindet.'' 

*) Ffir die obige Excentrioitilt betrSgt der genaue Werth dieser 
Breite 0.004810. 
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Schliesslich beschäftigte sich Keppler mit einer Ver- 
besserung der Marselemente, namentlich mit der genaueren 
Bestinnnung von Knoten und Neigung, welche für die 
DarsteiluDg der Breiten von besonderer Wichtigkeit sind. 
Trotz aller Sorgfalt konnten letstere nur bis auf 4' — 5' 
^dargestellt werden. Keppler schob diese Unterschiede auf 
die Fehler der Beobaclitungen, auf die Refraction und 
Parallaxe. 

Diese beiden Gesetze wandte Keppler auch auf die 

übrigen Planeten an, und bestimmte unter Voraussetzung 
dieser Gesetse deren Bahnelemcnte. Auf Grundlage dieser 
neuen Elemente und der tychonischen Beobachtungen der 
Fixsterne tmd des Mondes wurden die rudolfinischen 

■m 

Tafeln (erschienen 1627) berechnet; die ersten astronomi- 
schen Tafeln, die sich auf die wahre Planeten-Theorie grün- 
deten. Das Bedürfniss nach neuen, richtigeren Tafeln hatte 
sieh immer mehr gestdgert; denn im Jahre 162Ö betrug die 
Abweichung des Mars von den prutenischen Tafehn nahe 5^ 
Den Namen trugen die Tafeln von dem Gönner der Astronomie 
Kaisei* Rudolf II. (gest. 1G12). Der Anfang zu diesen 
Tafeln geschah bereits durch Tyclio: die theoretischen 
Arbeiten Kepplers, die traurigen Verhältnisse des dreissig- 
jahiigen Kriegs hatten das Erschauen derselben so lange 
verzögert. 

Durch die Bestimmung der genaueren Bahnelcmente 
der Planeten aus den tychonisclien Beobachtungen wurde 
die in Art. 49. angeführte Idee des Geheimnisses des Welt- 
baues nach den fünf re^ulfiren Körpern nicht bestätigt. 
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Die Anfsncbung des Grandes dieser AWeichiing führte 

Kepplern zur Harmonie der Welt, dargestellt in dessen 
„Barmonicea mundi, . . Linen, lßl9 m welcher sein drittes 
Gesetz enthalten ist^.^)« 

Der Grund dieser Abweichung liegt nun nach Keppler 
darin, dass durch das Gesetz der fünf regulären Körper 
nur die Anordnung des Planetensystems im Grossen und 
Ganzen gegeben i^t^ während die Bewegung in den einzelnen 
Intenrallen durch die Harmonien der Weit (des HimmelB) 
geregelt ist: wodurch in Folge der Gesammthahnonie ge- 
wisse Unterschiede von der Darstellung nach der Idee der 
fünf Körper eintreten müssen. 

Die Harmonien^ wodurch die Bewegungen der Planeten 
im Besonderen bestimmt sind, sind nur in den täglichen 
heliocentrischen Winkelbewegungen ausgedr&ckt; — in «den 
täglichen Wegstücken desslialb nicht, weil diese den Ent- 
fernungen umgekehrt jjroportional sind, und letztere den 
fünf Körpern und nicht den Harmonien angepasst sind. 

Man kann die tSglichen Winkelbewegungen gleichsam 
als Töne betrachten^ deren Schwingungszahl gleich ist der 
Anzahl der Secunden der Wlnkelbcwcgung. Acndert sich 
daher die tägliche Winkclbcwegung, so ändert sich der 
Ton; der Planet wird daher b^ seiner Bewegung ein ge- 
wisses Tonintervall durchlaufen. 

Die täglichen Winkelbewcgnngen ändern sich mit den 
EntfcrnungcMi des riuiictcn von der Sonne, sind nämlich 
w,w' die täglichen Wiukelbewegungen für die Zeiten t, i'\ 
die zugehörigen Entfernungen r, r\ so ist nach dem zwei' 
ten keppler^schen Gesetze 

wenn die Grössen r, r'; w' innerhalb eines Tages als 
constant angesehen werden. Daraus folgt 

• 
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r : r' B j/v^ : }/w 
Aus dem Verliältnisse der grösstcn und kleinsten täg- 
lichen Winkelbewegung kann man das Vcrhältniss der 
klemsten und grössten Entfernungen .beatimmen, und da- 
mit erliält num die Excentricitftt 

WO r die kleinste und r' die grössto Entfernung bedeutet. 

59. 

Die Harmonien sind naoh Keppier in der Planeten- 
bewegung in folgender Weise ausgedrückt: 

1) Sind die Verhältnisse dor langsamsten Bewegung 
eines Planeten zu seiner schncilbteu; d. h. das Intervall 
sein^ tiefsten Tones zum höchsten, kleine Unreinheiten 
abgesehen 9 bei den Planeten mit Ausnahme yon Erde und 
Venus harmonisch. 

Denn aus den tychonischen Beobachtungen ergeben 
sich nahezu folgende Verhältnisse: 

Für Saturn ^ = grosse Terz, für Jupiter \ = kleine 
Terz; für Mars | == Quinte, für Erde f| = Halbton, für 
Venus Diesis, für Merkur ^» Qctave mit kleiner Terz* 

3) Sind auch die Extreme der täglichen Bewegung je 
zweier Planeten harmonisch. Diese Vergleichung kann auf 
doppelte Weise durchgeführt werden. 

a) Man bestimmt das Intervall der langsamsten Be^ 
wegung eines oberen Planeten zur schnelbten' des nächst 

unteren „divergirendes Intervall^'. 

b) Man bestimmt das Intervall der schnellsten Be- 
wegung des oberen Planejken zur langsamsten des nächst 
unteren ^lOonvcr^irendes ^tervall''. 
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Für beide Arten von Intervallen erhält man wieder 
aus den lychonisclien Beobachtungen nahezu harmonische 

Zahlen; dcadurch ist es möglich, dass sämmtliche Planeten 
zusammenkUngen. 

Durch die Harmonien in 1) ist, wie im vorigen Art 

erwähnt wurde, die Exccntricität, und durch diese die 
Form der Bahn bestimmt. Ebenso lässt sich aus dem 
Intervalle des Tones, welches ein Planet bei seiner Be- 
wegung durchläuft, das Verhältniss seiner Entfernungen 

r : r' s*=s y%o : lo bestimmen ; jiian kann daher auch die Ent- 
i'emung r in Theilen einer bestimmten r', etwa gleich 
der mittleren, angeben. Sind daher die Verhältnisse der 
mittleren Entfernungen der Planeten zu irgend dner mittleren 
bekannt, so kann man die Entfernung r in Theilen dieser 
mittleren En^fepung angeben. 

Aus den fünf regulären Körpern lassen sich die ge- 
nauen Werthe der Verhältnisse der mittleren Entfernungen 

nicht bestimmen, die wahren Werthe folgen aus den Har- 
monien: es müssen sich daher aus den mittleren täglichen 
Winkelbewegungen der Planeten, welche zu den mittleren 
Entfernungen gehören, diese Verhältnisse bestimmen lassen. 
Dazu ist nöthig, dass das Gesetz zwischen den mittleren 
täglichen Winkelbewegungen (oder Umlaufszeiten) und den 
mittleren Entfernungen bekannt ist. 

Diese Untersuchung führte nun Keppler zur Entdeckung 

seines drirtten Gesetzes. Es war eine glückliche Idee, die ihn 
bestimmte, die verschiedenen Potenzen derUmlautszeitcn und 
mittlere Entfernungen mit einander zu vergleichen. Keppler 
spricht das gefundene Gesetz im 3. Ejapitel des fönften Buches 
der Harmonien folgendermassen aus : „Es ist ganz gewiss, 

* 

dass das Verhältniss der periodischen Umlaufszciten genau 
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das ein- und einhalbfache*) des Verhftltiiisses der mitt- 
leren Entfernungen der Planeten d. i. der Planetensphären 
selbst ist.'' 

60. 

Durch Umkehrung der gefundenen Resultate erhält 
Keppler folgendes Axiom: Die Weltaccorde' und die*Har- 
monien sind der Zweck des Weltschöpfers , die G-rOsse 

(bestimmt durch die fünf regulären Körper) und die Form 
(bestimmt durch die Excentricitäten) der Bahnen sind das 
Mittel dasQ. 

Diese ganze Untersuchung Kepplers bezweckte eine 

theoretische Bestimmung der Bahnelemente der Planeten; 

von diesen waren fttr ihn die auf die Lage der Bahn und 

die Epoche bestigUchen Elemente durch den Zufall, die 

auf die Grösse und Form bezüglichen durch die Harmonien 

beötinimt. Diese Idee wird in folgender Weise verwirklicht; 

* 

Für einen einzehien Planeten findet die Harmonie in 
den Pnncten seiner Apsidenlinie statt; damit eine Glesammt- 

harmonic möglich ist, durften für die einzelnen Planeten 
nur solche Harmonien gewählt werden, welche den fünf 
Körpern angepasst sind, d. h. es mussten den Planeten 
bestimmte mittlere Bewegungen zugethölt werden; diese, 
hängen daher von dert mittleren Entfernungen ab. Umgc- 
keliri können aus dem Gesetze der Harmonien die mitt- 
leren Entfernungen und Excentrldtäten bestimmt werden ^^). 

*) Aelterer Auadniek für die Potens eines Yerhältnigges. • 
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Dritter Abschnitt. 
Zum Problem der Batanbestimmimg, 

61. 

Wie bereits im Art. Ö7. erwähnt wurde, verdankt man 
Kopplem die erste genauere Bestimmung der Bahnelomente 
der Erde und der fünf grösseren Planeten. Diese Be- 
stimmung war, nach der Erkenntniss der wahren Bewegungs- 
gesetze, insofern von keiner grossen Schwierigkeit, da man. 
mit Zuziehung der ältesten Beobachtungen genaue Werthe 
für die mittleren täglichen Bewegungen erhielt^ und andere 
seits für die itbrigen Elemente aus dem reichen Schatse 
der tychonischen Beobachtungen die zur Bestimmung eines 
jeden Elementes passendsten Beobachtungen ausgewählt 
werden konnten. Selbst die Entdeckung des Planeten 
Uranus (im Jahre 1781 durch W. Herschei) förderte 
das Problem der Bahnbestimmung der Planeten nicht weiter, 
da man yermüge der Kleinheit der Excentrioität und der 
Neigung der Bahn durch die Voraussetzung einer kreis- 
förmigen Bahn, deren Ebene mit der Ediptik zusammen- 
iallt, bereits hinrciichend genäherte Elemente erhielt. 

Man kann nämlich in diesem Falle aus zw^ beob- 
achteten Längen die Elemente: mittlere Entfernung und 
Epoche bestimmen. 

Es seien (Fig. 18) 
Li, L2 die Orte des Planeten, 
jS^j , E2 ^® zugehörigen Orte der Erde^ 
S die Sonne. 

Ist t die Zwischenzeit der beiden Beob- 
achtungen, -so ist die augehörige mittlere 
Bew^ng 
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wo a = S — SL.^ die mittlere Entfernung bedeutet. 
Aus den Dreiecken SEiLg, SE^L^ folgt, yteanSE^^R^, 

gesetzt wird, 

(1) an L, - «1^, sin L, -ß^^i 

(2) *j*-S+Ä, + Ä, + i;, + X,-360». 

Man mu88 nun die Grosse a so bestimmen, dass den 

Glmchungen (1) und (2) genügt wird. 

FUr den Planeten Uranus wird diese Lösung dadurch 
yeireinfachti dass a gegen oder JR^ sehr gross ist; man 
kann daher in (1) statt der Sinusse die Bögen setzen, und 
erhält dadurch 

* «siul"' «binl^ 

^r^S+E^ + E.■^^ß(y^ + 5L!i!L^+Z!?JEA, 

ilf III» I a sin 1 ' ^ 

oder, wenn 

S+ + 360» = «, + = ß, ai=x, 

wobd' a und k in Secunden auszudrücken ist, gesetzt wird, 

a -\- ß X = k i, ' 

Vermittelst der reffula faisi kann man diesen erhaltenen 
Werth X derart verhessem, dass er den Gleichungen (1) 

und (2) vollkommen genügt. 

Ist a gefunden, so erhält man die £poche aus dem 
Winkel i?, S Ly oder S L^, 

Die genauere Bahnbestimmung konnte man bis dahin 
aufschieben, wer man aus den häufigeren und entfernteren 
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BeobaclitangeD die passendsten auswählen * konnte. Diese 

Bestimmung wurde aiisserdeni durch das Aufünden älterer 
Beobachtungen des Uranus erleichtert« 

62. 

Ungleloh grössere Sdiwierigkdten venursachte die Bahn« 

bestimmung des ersten Asteroiden Ceres. Dieser Planet 
wurde am 1. Januar 1801 von Piazzi in Palermo bei der 
Beobachtung von Fixsternen entdeckt und bis zum 11. Fe- 
bruar beobachtet. Hier handelte es sich sum ersten Male 
um die -LSsmig 4er Aufgabe: ,;Die Bahn eines Himmels- 
körpers aus Beobachtungen, die keinen grossen Zeitraum 
umiassen, ohne jede hypothetische Voraussetzung zu be- 
stimmen." 

Carl Friedrich Gauss (geb. 1777^ gest. 1866), der 
sich bereits vor der Entdeckung der Ceres mit dem eben 

genannten Problem beschäftigt hatte, bestimmte nun für 
die Ceres eine Bahn, welche die ganze Reibe der piazzi- 
schen Beobachtungen (andere waren nicht vorhanden) höchst 
befriedigend darstellte. Die erste heitere Kackt der nftchsten 
Erschdnnng, in der man den Planeten suchte, gab den- 
selben an dem berechneten Orte. 

Aus den ursprünglichen Methoden, welche Gauss zur 
Berechnung der Ceresbahn angewandt hatte, entwickelte 
sich in Folge fortgesetster Untersuchungen dessen „fheoria 
motm eorponm eoekslhtm in 9M(niÜm conids solm am- 
bietUium.'* 

M/ 

Kicbt geringer waren die Schwierigkeiten, weldie .sich ' 
vor der Aufstellung der Olbers'schen Methode der Bahn- 
bestimmung der Kometen entgegenstellten. Trotz des Um- 
standes, dass man bei den Kometenbahnen (mindestens in 
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erster Annäherung) mit. der Parabel ausreicht ' — also 
ein Element weniger zu bestimmen hat — , so verursachte 

(loch wieder der Umstand, dass man, wegen der kurzen 
Sichtbarkeit dieser Himmelskörper, sich die BeobachtUDgen 
nicht willkürlich auswählen konnte, sondern diejenigen be- 
nutzen musste, welche der Zufall darbot, dass man hier 
zu der unmittelbaren Lösung des Problems ^^eine paraboli- 
sche Bahn zu bestimmen'' gedrängt wurde. 

Die erste Lösung des eben genannten Problems gab 
Newton, wodurch man jedoch erst (auf dem Wege der 
Cronstruotion) nach ziemlich mühsamen und zahlreichen Ver^ 
suchen die gesuchten Elemente erhält. Die directe analy- 
tische Lösung würde zu ganz unauflösbaren Gleichungen 
• führen j man zog es daher vor auf indirectem Wege die 
Aufgabe analytisch zu lösen. La Oaille bediente sich des 
Verfahrens für drei Beobachtungen durch Versuche die 

• 

beiden äussersten Distanzen des Kometen von der Erde 

derart zu bestimmen, dass der mittleren Beobaclitun^^ durch 
die daraus erhaltenen Elemente genügt wird. Das ziemlich 
mühsame Verfahren der Bestimmung zweier Unbekannten 
suchten Bosoovich, Lambert, Euler durch Voraus- 
setzungen über die Bewegung des Kometen zu verein- 
fachen: 1) dass das Stück der Kometenbahn zwischen den 
äussersten Bewegungen geradlinig sei und vom Kometen 
gleichförmig durchlaufen werde; 2) dass die Sehne vom 
mittleren Radius- Vector im Verhältnisse der Zeiten -ge- 
schnitten werde-"). Durch diese Voraussetzungen wurde . 
allerdings die Aufgabe auf " die Autlösung einer Gleichung 
• mit einer Unbekannten zurückgeführt; allein entweder 
waren die erhaltenen Elemente zu ungenau oder die Lö- 
sung dieser Gleichung noch immer sehr schwierig. Selbst 
die vollkommeneren Lösungen von La Orange und 
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La Place erforderten so mühsame Rechnungen, so dass 

für die praktische Durchführung wenig gewonnen war. 
Erst durch Wilhelm Olbcrs (geb. 1758, gest. 1840) wurde 
vermittelst der in Art. 20. erwähnteu Voraussetzungen jene 
L5siuig der Aufgabe gegeben, welche in theoretischer -und 
praktischer Ansicht jeder Forderung genügte, und die bis 
jetzt noch nicht durcli eine vollkommenere Methode ver- 
drängt wurde. 
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Anhang« 



1) S. 5. Um einen in Theiieii des Halbmessers gegebenen 
Winkel »> a; in Graden » 9^ auszudrücken, verfährt man 
auf folgende Art: 

^"^ ^-^-^ ÄGo **'~36öl(r«**"> WO a:», ar', ar" 
der Winkel ist, resp. in Graden, Alinuten, Secuuden aus- 
gedrückt. 3Q^gö> Theilen des Halbmessers aas- 

gedrückte Bogen für den Oentriwinkel « 1", dieser Bogen 
ist sehr nahe sin X\ Es ist daher 

X = X ' sin 1", X sin 1" = 2ÜG2G4.81 x. 

In der Gleichung B — e sin 1^ sind M und E in 
Theilen des Halbmessers ausgedrückt. Um diese Gleichung 

auf das Gradmass zu beziehen, denke man sich M und E 
in Secunden beibehalten und e in Secunden ausgedrückt, 
was durch Multiplication mit der Zahl 20Ü264.81 geschieht. 
Ujs M unmittelbar in Secunden zu erhalten, braucht man 

nur in dem Ausdrucke für M / die Zahl k in 

Secunden auszudrücken, wodurcii man 

* 3548M8761, log ;t = 3.5000066 

erhält. 
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2) S. 6. lieffula falsi. Ist jr«0 ^ne Gleichung zur 

Bestimmung der Unbekannten x, w eine bestimmte Wurzel, 
üf ä zwei Näherungswerthe von w\ bo sei für 

Siud a — a' — w kieiu^ so gilt näherungs weise 
a — toiä — A \ Ä 

woraus 

W A{a — a) » A'{a—a) 

folgt Es iBt vortheilhaft, die NäheruDgen a und ä so 
wfthien, dass die Wurzel w zwischen dieselben föllt. 

In der Auwendung iindet häufig der Fall iStatt, dass 
X = c — X 

ist, wo f (a?) die Unbekannte x enthlüt, dabei aber klein 
ist und für geringe Aenderungen von x sich weiug ftndert. 

In diesem Falle ist es zweckmässig das obige Verfahren 
etwas zu modificireu. 

Sind nftmlich a und a' zwei Näherungswerthe von 
so sind 

zwei genauere Werthe von und -«4 = « — a, Ä = u — a 
die Fehler. 

Aus . a — w\ä — tc^-B« — axtL — o' folgt 
« — w\u — fo «OB a — tf : «' — 

und daraus folgt 

Für a nimmt man in diesem Falle gewöhnlich die 
Grösse a, dann ist Asbb a — a, Ä *= «' — a und 

(«' — «)* 



u — a — (« — «) 
Fbuohauv, ABlrouomie. ' 10 
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3) S. 13. Ist h klein, so Iftsst sich die positive Wurzel 
ff der knMflchen Qleichung y dnroh folgende Reihe darstellen 

log y = [Ü.683Ö42] Ä [9.93341] h'^ [0.3281] 
wo die eingeklammerten Zahlen Logarithmen sind. J^^ilr 
grössere Werthe von h, etwa von 0.02 an, kann man sich 
nach dieser Reihe Nitheningswerthe von y verschaffen, und 

dann vermittelst der regnla fahi den genauen Werth aus 
der kubischen Gleichung bestimmen. 

4) S. 35. Ist £^a»tf + r^xvH- v'} wo tf nnd V 
N&henmgswerthe von V sind, also Uy v deren Fehler; 
so ist der Fehler 

* UV — nv ==^ UV -\- Vit -J- u V nalie = uv -\- vii , 
wenn man das sehr kleineProductuVder Fehler vernachlässigt. 
Wendet man diesen Sats auf 

„ bn -f- fi"" « 4- «" 
n-\-n n 

an , 80 ist (/ = -'^"j'^J- eine kleine Grösse der — 2*«" Ord- 

' n -f- « 

nung; der Fehler v eine Grösse der vierten Ordnung , also 

n 4- n" 

UV* eine kleine GhrOsse der zweiten Ordnung. V » ^» 

ist von der nullten Ordnung, der Fehler u von der ersten 
Ordnung, also das Prodnct vu' von der ersten Ordnung. 
Der Fehler von UV ist daher von der ersten Ordnung, da 
die Summe von kleinen Grössen erster und aweiter Ordnung 
eine Grösse erster Ordnung ist. 

Für die Bahnbestimm^ng ist es nun sehr vortheilhai't, 
wenn die Zwischenzeiten zwischen der ersten und aweiten, 
und der zweiten und dritten Beobachtung nahezu gleich sind. 
Denn aus dem in 3) gegebenen Ausdrucke ftir ^ folgt 

y « 1 _|_ 1^ Ä _ . . . , y"^ 1 y> r _ . . . , 
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Für / » /" iBt m nahezu = m", / und f sind ohnedies 

verschwindend , also h nälierungswcise = Ii ' . Der Unter- 
schied y — y ist dann eine Grösse der dritten oder noch 
höheren Ordnung; also der Fehler u von der zweiten Ord- 
nung; von derselben Ordnung ist dann auch der Fehler 
von UV. 

5) S. 49. Directe und' retrograde Bewegung. 
Statt die Neigung der Bahn nach Gauss von 0 bis 180" 
zu zählen y zählt man dieselbe auch von 0 bis 90*^ und 
unterscheidet zwischen directer und retrograder Be- 
wegung. Ist die Neigung der Bahn grösser als 90^, so 
nimmt man das Supplement der Neigung, fügt aber hinzu, 
dass die Bewegung retrograde sei, während man sie in 
dem andern Falle (wo f < 90^ ist) directe nennt. In 
diesem Falle werden die Längen in 
der Bahn von einem Puncto y' (Fig. 19) 
gezählt, welcher in der Richtung der 
Bewegung des Himmelskörpers ebenso 
weit entfernt ist| wie der aufsteigende 
Knoten vom FrOhlingsfiquinoetium. 
IMe Längen in der Bahn werden in einer der Bewegung 
entgegengesetzten Richtung gezählt*). Ist nun Y„ der 
lictive Frühlingspunct in der Bahn nach der Gauss'schen, 
der fictive Frühlingspunct nach der älteren (gewöhnlichen) 
Zählung; bedeuten t, A Keigong, Länge des Knotens, 
Länge in der Bahn nach der Oanss'schen; t", A die- 
selben Grössen nach der älteren Zählung; so findet folgen- 
der Zusammenhang statt 

I 4-1'« 180», ft — ft', .4 + ^' — 2ä. 

•) In der Fig. 19 bedeutet: Pfeil 1 die RichtuDg der Bewegung der 
Krde, Pfeil 2 «lie Riclituno; iTer Hewegung des Himmelskörpers, Pfeil;! 
die Kichtung der Zählung nach der älteren (gewöhnltcben) Methode. 

10* 
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Für die L&ngen des Peribek hat man daher 12 + It 

2 ,Q. Ist « das Ari^ment der Breite, d. i. die Entfernung 

des liiinmcibkörperb vom Knoten, v die wahre Anomalie, 
d. i. die Entfernung vom Perihei, beide Grössen in der 
Richtung der Bewegung geaählt, so ist 

Für das in Art. 21. gegebene Beispiel hat man i' — 
SP 1' 3", n' =^ 37' öl", muss aber den Zusatz machen 
1, Bewegung retrograde 

G) S. 81. Methode der kleinsten Quadrate. 
Es seien aus den n Gleichungen 

»1 — *»i + «I* + *i y + « 0 

• 

wo m^, m.,, . . »Im durch Beobachtung erhalten werden, die 

Unbekannten x, y, z (deren Anzahl der Einfachheit halber 
gleich drei gesetzt wurde) zu bestimmen. 

Wftren die beobachteten Grössen fli|, m^, - • m» voll- 
kommen genau, so könnte man aus dreien dieser Gleichungen 

die Unbekannten u: , y, z bestimmen; die übrigen n — 3 
Gleichungen werden für diese Werthe der Unbekannten 
vollkommen erfüllt. Wegen der unvermeidlichen Beob- 
achtnngsfehler werden die Grössen fl»|, Jiiji . . m» nicht 
Yollkommen genau sein, es kann daher durch ein System 
von Werthen x, y, z nicht sämmtlichen obigen Gleichungen 
genügt werden. 

In diesem Falle bestimmt man die Unbekannten der- 
art, dass allen Gldchungen möglichst genügt wird; man 
erreicht dieses, indem man die Summe 
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,S = ,;,2 + t;22-f . . -\-Vn^ 

ZU einem Minimum macht. Dazu ist erforderlich, daas 

d8 Ä dS dS Ä 

wird, welche Gleichungen entwickelt geben 

[aä] X + [aft] ^ + ' + 0 

\ab'\ X + y + \bc] z -\-[bm\ = 0 
\ac\ X + [pc\ y + [ccj z + [cw] = 0, 

wo [ad\ « aja, + a^a^ + . . + 

[flj"] = ^ tfjftj -|- , . ^ tf^ft^ u. s. w. ist. 

Auf dieselbe Weise verfährt man, wenn mehr als drei 
Unbekannte vorhanden sind. 

Im Vorigen wurde die stillschweigende Voraussetzung 
gemacht, dass alle (beobachtete) Grössen »i, %, . . von 
gleicher Genauigkeit sind. Ist jedoch eine Beobachtung von 
grösserer Genauigkeit, so sagt man: „die Beobachtung hat 
ein grösseres Gewicht^'. Um diesen Umstand in Bechnung 
zu ziehen, kann man sich die zugehörige Gleichung so oft 
angesetzt denken, als ihr grössere» Gewicht beträgt 

Sind daher (auf irgend eine Einheit bezogen) 

die Gewichte der Beobachtungen 
so mache man die Suinme 

5' = Pjt>,2 -f. j32t;j2 -j- .. y„2 
zu einem Minimum. 

Da die Unbekannten aus der Bedingung^ dass die Summe 
S der Quadrate der Fehler «1, v,» * * ^« ^ Minimum wird, 
bestimmt werden, so hdsst. diese Bestimmang „Methode * 
der kleinsten Quadrate". 

Für eine Unbekannte ist 
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Ist a^^a^^ • • « Oll — If flmd ferner die Gewichte 
aller Beobachtungan gleich, eo i9t 

>/ii -i~ "<t "h • • "i" 

d, i. das arithmetische Mittel. 

7) S. 83. Die Beschleonignng, die eine Centraikraft 
auf einen Pnnct, welcher yermöge derselben in der Zeit V 

einen Kreis vom Halbmesser a beschreibt, ausübt, ist aus- 
gedrückt durch « 

- 4 // 

Ist die Centraikraft die Sonne, M. deren Masse, so ist nach 
dem allgemeinen Ansdehungegesetse 



Für a » 1 , wird 



wo k die Constante der theoria moius bedeutet Vergl. Art. 2. 
8) S. 92. Setzt man /"{x) in der Form voraas 



A»)-»+/»i+.(:y+*(.:)+^(:) 



1 



WO a + nw + V ist, so j^hält man durch paasende 
Bestimmung von a, . . c für 

.»«-2,-1, 0,-f 1,^2 

dieWerthe 



/(a -\- n — 2 . tv), /(« -j- ;« — l , w), f{a nw), 



/•(rt + « + 1 . w), /•(« -f » -I- 2 . tü) 

und 'aUe in der Nähe von a nw liegenden Functions- 
werthe, wenn man f{x) ab das allgemeine Glied einer 
arithmetischen Reihe vierter Ordnung betraebten kann. 
Aus den f&nf Werthen folgt 
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$ » /»»'(a + nw). 
Die weitere Entwicklung ist so wie in Art. 38. 

Aus den Functionswerthen kann man auch die Wertbe 
der Differentialquotienten bestimmen. 
Denn es ist 

Für »«0, d.h. ffkT x^a + nWf soll der Differential- 
quotient mit /'^^{a -\- nw) bezeichnet werden. Es ist daher 

und ebenso 

/o '(^ -f- »m;) =s /"(ö -j- ;m) — ^ f^^a nw), u. s. w. 

9) S. 100. Aus diesen Grundsätzen entwickelte sich, die 
sogenannte Sphärentheorie. Die Weltsphäre wird in 
neun concentrische Sphären gctheilt, in den ersten sieben 
befanden sich die Planeten, Mond, Sonne | Merkur u. s. w. 
in der achten waren die Fixsterne , die neunte, das primum 
mobile j umschloss die übrigen und ertfaeilte ihnen die zur 
Darstellung der Erscheinung nöthigen Bewegungen. Der 
Widerspruch der festen Sphären mit der epicyklischen 
Bewegung der Planeten wurde erst durch Pe Urbach 
(1423 — 1461) dadurch gelöst, dass er den Sphären eine 
solche Dicke gab, dass der Planet' mit sammt sdnem 
Epicykel zwischen der äusseren und inneren Fläche einge- 
schlossen war. Durch Tycho, welcher die Kometen als 
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koBinische Körper erkannte, wurde die Ansicht der festen 
Sphären serstört. 

10) S. 106. Der Unterschied zwischen der Länge in 
der Bahn und der hclioccntrischen Länge, d. i. die Grösse 
ti— (/— heisst die Heduction auf die Ecliptik. 

Ans • 

folgt nach 2) des Art. 44. wegen der Kleinheit von t 
«_(/_0)-i^.dn2(/-ß). 

Das Maximnm = }f betrftet fttr den Planeten 

»lU 1 ^ 

Mars Ö2".8. Keppler findet die Reduction kleiner als 1'. 

Die alten Astronomen ▼ernachlässigten die Rednction 

und rechneten die Länge so, als ob die Bewegung des 
Planeten in der Ecliptik geschehe. 

11) S. 108. Bestimmung der Bahnelemente der oberen 
Planeten nach Cl. Ptolemftns. 

Für die Elemente des excentrischen Kr(!ises d. i. der 
jßxcentricität und der Lage der Apsidenlinie dienen die 
Längen zur Zeit der Opposition. 

Gegeben sind: Drei wahre Längen zur Zeit der Oppo- 
sition und die zugehörigen mittleren Bewof^ungen. 

1) Unteir der Voraussetzung der^ieinfacheu Excentricität.^' 

.Es seien (Fig. 20) Mi, M^, drei 
Orte eines oberen Planeten im excen- 
^ trischen Kreise, der Mittelpunct F das 
punctum aequans. 

Die Winkel JH^SM^, M^SM^ sind 
^ die wahren Bewegungen von der ersten 
zur zweiten, zwettem zur dritten Beob- 
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achtung, während die Winkel M^FM^y M^FM^ die zuge- 
hörigen mittleren Bewegungen sind. 

Setzt man a =\y und verlängert man SM^ bis zum 
■Puncte R und zieht RM^^ RM^y 80 kaon man ans den 
Dmeoken 8RM^^ SRM^ die Seiten RM29 RM^ durob RS 
und damit RM^^M^ bestimmen. Dadurch wird der Bogen 
M^QJl und damit RT und FT^ wo T die Mitte von iJ/, Ä 
ist, bekannt. Bestimmt man ausserdem ^5" aus RAI.^ oder 
RM^, so erh&It man ST^RS— RT, und damit FS und 
FST\ wodurch die Excentricitftt und die Lage der 
Apsidenlioie bekannt ist. 

2) Für die „gleiche Theilung der Excentricitäf kann 
man in erster Annäherung die Elemente nach 1) bestimmen. 

, Man bezeichne mit JU den Durchschnittspunct des 
Aequanten mit der 'Geraden FL der Fig. 8, so kann man 
aus den genäherten Elementen den Winkel LSM bestimmen. 
Diese Rechnung wird für joden der drei Orte durchgeführt, 
dadurch erhält man den Fall 1). • 

Nach dieser Methode findet Ptolemäus för den Planeten 

Mars e 0.10, J7 296<^ dCT. 

• 

Das Verfaftltniss des Radius des Epicykels zum Radius 

des Excenters wird durch eine Beobachtung ausserhalb der 
Opposition bestimmt. 

12) S. 109. Die Rechnung für die Bestimmung des 
Punctes L stellt sich so: Man bestimmt die Sehne OC, 
hierauf im Dreiecke COLf in welchem '^COL'^90^ + 2a 
ist, die Seite OL und schliesslich im Dreiecke OSL die 
SL = r und <^ 0 S L = \S0^ v. 

13) S. 122. Diese Bedingungen sind in der That hin- 
reichend. Denn wird der Gleichung 1) genügt, s^ li<»gen 
die vier Puncte M^^ . , m einem Kreise. Wird der 
Gleichung 2) genügt, so liegen die Puncte F, 0; Sin einer 
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Geraden , wo 0 der MHtelpnnct dee Kreises ist. Der Winkel 



der Durchschnittspunct der Oeraden Af, 0 mit der Geraden 
F8 ist. Ist nun der Pnnct (X mit dem Ponct 0 identisch, 

80 miisson die beiden Wertlie von 0 iV, S übereinstimmen, 
wenn man 0' = Kadius des Kreises setzt. Da im Kreis- 
viereck , • nun 0 M^^m^ 0 == dem Badius ist, 
80 ist 0 der Mitteipnnct desselben. 

14) S. 123. Diese Rechnung ist bei Keppler so ge- 
führt: Die heliocentrische Breite folgt aus 



a) Ist der Planet mit der Sonne in Opposition, so ist 



b) Für Beobachtungen ausserhalb der Opposition, er- 
- hält man r aus 

r cos b sin (/ — A) = Ä sin (Z — A). 
Für R nimmt Keppler einmal den Werth aus den tycho- 
Bischen Elementen > und dami den Werth iS ■» 1; dadurch 
erhält er Grenzwerthe für die ExcentricitÄt welche ihn 
zuna Verwerfen der stellvertretenden Hypothese veranlassten. 

15) S. 127. Dass in der Mähe des Perihel und Aphel sich 
die Zeiten, welche der Planet braucht um gldche Bögen 

zurückzulegen, wie die Entfernungen von der Sonne ver- 
halten, wird im Sinne der Ptolemäischen Theorie so bewiesen : 
„ Es sei (Fig. 21) MFN eine 

durch das puneHan aequam F ge- 




sin 6 sin t sin «. 



R 8111 ß 




P Apsidenlinie PA einen sehr kleinen 
Winkel bildet, so werden die Bögen 



aogene Gerade, welche mit der 
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PM und AN in gleichen Zeiten zarttokgelegt. Da für 

die laugen M P und A iV die Sehnen gesetzt werden können 
und A PM F A ANF ist, so ist 

PM: ANmmFP: FA^SA:SP, 
oder PMSP'-^AN'SA. 

Ist PM = fns, AN=ns und / die Zeit, in welcher 
der Bogen PM oder AN zurückgelegt wird, so sind die 
Zeiten, in welcher ein Bogen s in der Nähe des Penhels 
und Aphels znrfickgelegt werden ^ resp. und ^; also ihr 

Verhältniss = S P : S A. 

Sind w und w die sngehörigen Winkel, so ist PM 

'mSP.w, AN^SA^uf und w : «>' — : SP«, wekhe 
Oleichnng für alle Puncto der Bahn giltig ist ; denn diese 

enthält das zweite Gesetz. 

16) & 127. Sind r, r zwei Distanzen, a, a' die Winkel 

» 

derselben mit ihren Tangenten an die Bahn, f die Zeiten, 

in welchen die unendlich kleinen Bögen l = ( beschrieben 
werden, so ist in Strenge 

I r sin a : r r' sin a » I : I', oder 
/ : r sin a : r' sin a\ 

Der Fehler der Ableitung besteht darin, dass Keppler 
statt des Verhältnisses r sin a : r sin a das Verhältniss 
r : r setzt, dann aber das Verhältniss Ir -.t r' für das Ver- 
hältniss der Flächen nimmt; beide Fehler heben sich im 
Resultate aof . Für die Apsidenlinie ist, wegen « » 90*^, 

17) 8. 131. Projicirt man den excentrischen Kreis 
orthogonal attf eine Ebene, weiche durch die Apsidenlinie 
geht und deren N^gung b durch sin s « bestimmt ist, 

so ist die Neigung der Projection des Radiusvectors im 
excentrischen Kreise gleich der optischen Gleichung 9>. 
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Denn ist M die Projection des Panctes L des exoen- 

trischen Kreises, so erhält man fius dem durch die Ge- 
raden S Pf S Lf S M bestimmten Dreikantc, wenn ^LS M=X 
gesetst wird, und v die wahre ADomalie des excentriscben 
Kreises bedeutet » 

sin A = sin t; sin c = e sin v s= sin 9). 

d. h. it >B 4p, Die Puncte M bilden eine Ellipse als Projec- 
tion des ezcentrischen Kreises. Vergl. Art. "2, 

18) S. 135. Der Ursprung der Harmonie der Welt 
— sich ftussemd in einer Tonmythe — ist bei den Pytha- 
goräem zu finden. In Pläto*s Republik heisst es: »»Auf 

jeder der acht Weltsphären (Fixsternsphäre, . . Mondsphäre. 
Vergl. Anm. 9) sitzt eine Sirene, die mit herumbewegt 
einen Ton von sich gibt; alle acht Töne fliessen zusammen 
zu einem übereinstimmenden £<inklang/' . Gl. Ptolem&us 
hatte sogar eine Harmonik ver£asst, von deren 3. Buche 
(vom 3. Cap. an) Kepplcr eine TJebersetzung liefert und 
seine Resultate mit denen des Ptolemäus vergleicht. Tycho 
füllte den Weltraum mit Luft, welche von den kreisenden 
Weltkörpem erschüttert, die TOne erzeugt. Keppler ist 
gegen die Ansicht einer musikalischen Harmonie, weil 
keine IMusik des Weltraums existirt und die Bewegung der 
Himmelskörper keine so heftige ist, dass man sie hören 
könnte. Die Harmonien können daher nur vermittelst des- 
Lichtes, d. i. in den sichtbaren Bewegungen der Himmels- 
körper wahrgenommen werden. 

19) 8. 138. Aus den tychonischen Beobachtungen ist 
die schnellste und langsamste Winkel-Bewegung eines jeden 
Planeten gegeben; durch geringe Aenderungen dieser Zahlen 
erhält man harmonische Verhältnisse für die Vergleichungen 
1) und 2) des Art. 59. Umgekehrt: Ist das Gesetz der 
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Harmonien ^Mjgeben^ so erhält man aps dem Verhftltnlsse 
der schnellsten und langsamsten Bewegung die Excentricität 
und die mittlere Bewegung. Aus den Verhältnissen der 
mittleren Bewegungen erhftlt man nach dem dritten Gesetse 
die Verhältnisse der mittleren Entfernungen. Die mittleren 
Bewegungen bestimmt Keppler dadurch , dass er vom 
geometrischen Mittel aus der schnellsten und langsamsten 
Bew^fong den halben Unterschied zwischen dem arithme- 
tischen und geometrischen Mittel derselben Zahlen abzieht. 
Ist daher g die grösstßy k die kleinste Winkelgeschwindig- 
keit; so ist die mittlere 

20) S. ;L42. Betrachtet man das Bahnstack des Kometen 
als eine yom Kometen gleichförmig dnrchlanfene Gerade, 

so gilt dies auch von den Projectionen auf die Coordinaten- 
axen. Es ist daher • 

Schafft man die BrOche weg und setzt t-\-{'t^f, so wird 

« tx — i'x' -X- t"x" = Ü, und ebenso .' 

tz — fz' + fz" « 0, 

welche Gleichungen aus den in Art. 15. gemachten, Voraus- 
setzungen hervorgehen, die für die praktische Berechbung 
nicht recht zulässig sind. 
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Zum SclUusB möge noch folgende karze Bemerkang 
hier Plate finden. 

Die Bestimmung einer elliptisclien Bahn aus drei Orten 

stützt sich auf die Hypotliescn für die Grössen P und 
deren genaue Werthe durch die beiden Systeme von Glei- 
chungen 

^^r^(»"-»r ^ pcobK»"-»') 

gegeben sind. 

In der ersten Hypothese werden für P und Q resp. 

und dd>" gesetst. In der aweiten Hypothese werden die 
genaueren Werthe von P und Q nach den Oldißhungen (1) 

gerechnet. Ks hat den Anschein, als ob es viel bequemer 
wäre., die zweite Hypothese nach den Gleichungen (2) zu 
rechnen. Dies ist jedoch nicht der Fall. Nach den Glei- 
chungen (1) berechnet man für die neuen Werthe yon P 
und Q die bei der ersten Hypothese yemachlftssigten kleinen 
Grossen besonders; die Grössen t/" können daher etwa 
mit fünfstelligen Logarithmen -Taf ein gerechnet werden, 
selbst, wenn die Werthe von P und Q auf sieben Stellen 
angesetzt werden. Nach den Gleichungen (2) jedoch gehen 
die Fehler von r, r , r", v' — v^v" — i^ der ersten Hypothese 
unmittelbar auf die Grössen P und X> über. 
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Dasselbe gilt auch fQr die folgenden Hypothesen,- 

oder, wenn man sich bei bereits Däheruiigsweise bekannten 
Bahneu aus den Elementen die erste Hypothese für P und 
0 rechnet 

Bd ganz unbekannten Bahnen kann man im Allgemei- 
nen behau i)ten: Die erste Hypothese ftlr P und Q liefert 

die Grösse q — auf deren Bestimmung es hauptsäclilich 
ankommt — bis auf einen Fehler der ersten oder (bei 
gleichen Zwischenzeiten) zweiten Ordnung; die zweite Hy- 
pothese bis auf einen Fehler, der dritten oder vierten Ord- 
nung, wenn die Grössen P und Q nadi den Gldchungen 
(1) berechnet werden; u. s. w. 

' Analoges gilt bei der Balmbestimmung aus vier Orten. 
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